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Kombinatoryka

Zestaw 10: Zasada szufladkowa

W gtebokiej szufladzie mamy 10 par réznych skarpetek. Ile z nich trzeba wylowié, by znalezé
pare?

. Dowiesé, ze wsréd dowolnych siedmiu liczb catkowitych zawsze sa dwie takie, ze réznica ich

kwadratéw jest podzielna przez 10.

. W turnieju bierze udzial 100 pingpongistow. Pierwszego dnia kazdy rozegral 32 mecze. Wy-

kazaé, ze co najmniej czterech zawodnikow osiggneto tyle samo zwyciestw.

Ze zbioru {1,2,...,2n} wybieramy n + 1 réznych liczb. Udowodnij, ze wéroéd wybranych liczb
zawsze znajdziemy

a) dwie o sumie 2n + 1,

b) dwie, ktorych roznica dzieli sie przez n,
¢) dwie wzglednie pierwsze,

d) dwie, z ktorych jedna dzieli druga.

We wszystkich przypadkach sprawdz, czy twierdzenie zachodzi, jesli zamiast n + 1 wybieramy
n liczb.

Udowodnij, ze

a) W dowolnym ciagu n liczb calkowitych istnieje segment (=podciag kolejnych) o sumie
podzielnej przez n.

b) Wéréd dowolnych n + 1 liczb calkowitych, istnieja dwie, ktérych roéznica jest podzielna
przez n.

Pokaz, ze wsrod 10 punktéow rzuconych na trojkat rownoboczny o boku 1 zawsze znajdziemy
dwa w odleglosci nie wiekszej niz 1/3.

Wewnatrz kwadratu o boku 1 umieszczono 51 punktéw. Uzasadnij, ze znajdziemy wsrod nich
trzy, ktore leza w kole o promieniu 1/7.

Uzasadnij, ze dla dowolnego 10-elementowego zbioru M C {1,...,106} istnieja roziaczne,
niepuste podzbiory A, B C M o takiej samej sumie elementéw. Czy mozna zastapié¢ 10 przez
9 lub 106 przez 1077

Szesé egzaminow (z roznych przedmiotow) zdawalo n studentow. Mozliwe oceny to 3,4,5.
Znajdz najmniejsze n, dla ktérego mozemy mieé¢ pewnosé, ze przynajmniej 10 studentéw za-
koniczylto sesje z takim samym wynikiem (tzn. kazdy dostal ten sam multizbiér ocen). Prosze
uzasadnié, ze mniejszego n przyjaé nie mozna.

W ciemnej szufladzie jest s sztuécow. Jakie jest najmniejsze n, dla ktoérego mozemy mieé
pewnosé, ze w szufladzie znajdziemy przynajmniej 7 lyzek lub przynajmniej 10 nozy lub przy-
najmniej 5 widelcow ? Prosze uzasadnié, ze mniejszego n przyjaé¢ nie mozna.

Mamy dwa koncentryczne dyski, kazdy podzielony na 200 réwnych sektoréw pomalowanych
dwoma kolorami. Na zewnetrznym dysku liczba sektoréw kazdego koloru jest taka sama.
Pokaza¢, ze mozna tak natozy¢ dyski na siebie, by uzyska¢ co najmniej 50% zgodnosci kolorow.

Niech A bedzie pewna rodzing 100-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,1000}. Wyko-
rzystujac technike podwojnego przeliczania pokaz, ze jezeli kazda liczba k € {1,2,...,1000}
nalezy do przynajmniej 10 zbioréw tej rodzilny7 to w A jest co najmniej 100 zbior6ow.
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Siedemnastu zawodnikow wzieto udzial w turnieju, w ktorym kazdy grat z kazdym (raz), a
mecze odbywaly sie w 3 r6znych miastach. Udowodnij, ze jest 3 zawodnikow, ktoérzy rozegrali
wszystkie 3 mecze medzy soba w tym samym miescie.

Macierz 5 x 65 wypelniono wyrazami ze zbioru {—1,1}. Udowodnij, ze zawsze znajdziemy

a) 3 identyczne kolumny,

b) 3 wiersze i 3 kolumny, na przecieciach ktorych wszystkie wyrazy sa takie same.

(trudne!) Macierz 5 x 41 wypeliono wyrazami ze zbioru {—1,1}. Udowodnij, ze zawsze
znajdziemy 3 wiersze i 3 kolumny, na przecieciach ktérych wszystkie wyrazy sa takie same.

(trudne!) Wykaz, ze wsrod dowolnych n + 2 liczb catkowitych istnieja dwie, ktorych suma lub
réznica jest podzielna przez 2n.

(trudne!) Wykaz, ze dla dowolnego naturalnego n istnieje liczba a zlozona tylko z jedynek i
zer, ktora jest podzielna przez n.

Udowodnié, ze kazdy turniej posiada przynajmniej 1 $ciezke Hamiltona. Wskaz.: ind. mat.;
nie stosowaé zasady szufladkowej!



