Kombinatoryka

Zestaw dodatkowy: powtorka

Rozbicia zbiorow

Y-zbior, |[Y|=n=>"_,t

1) Chcemy rozbi¢ Y na rozroznialne podzbiory o mocach tq,ta,... ¢, t; > 1.
N1 = Nl(tl,tQ, . ,tr) = #(Al,AQ, .. .,AT), gdzie UA1 = Y, |Al| = ti, = 1,2, e, T

N (" n—1t n—(ti+...+tr—)\ n! B n
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Jest to tez wzor na liczbe permutacji z powtoérzeniami.

2) Teraz rozbijamy Y na zbiory nierozroznialne.

NQ = Ng(tl,tg, ey t,) = #{Al,AQ, e 7A7'}7 gdzie UA, =Y oraz {|A1‘, ‘A2|, ey ‘A7‘} =
{t1,ta,...,t,} jest multizbiorem.
Niech {s1,s2,...,s} bedzie zbiorem mocy podzbiorow A;, a k; to krotnos¢ s; w zbiorze
{t1,t2,...,t,}, tzn. w rozbiciu zbioru ¥ chcemy mie¢ k; podzbioréw mocy s;, j =1,2,...,1
Wowcezas:
N
Ny = I
kilka! ... k!

3) W ostatnim przypadku rozbijamy zbior Y na rozroznialne podzbiory w taki sposob, ze dodat-
kowo kazdy otrzymuje unikatowy numer.

N3 = N3(t1at27"'atr) = #(AlaA27"'aAr)a gdZie UAZ =Y oraz {|A1‘7‘A2|77‘AT|} =
{tl,tg,...,tr}.

.
Ni = rINy = N
3= 2 (klkl> !

Przypadki specjalne:

a) Jeélitlztgz...ztr,tONgzNl N3:N1.

rl?

b) Jesli tz 7é tj, Vi 7&_], woOwczas N2 = Nl, N3 = ’I”!Nl.

¢) Jesli mamy podzbiory o dwoch roznych mocach {ty,ta,...,ta} = {k1 X s1,k2 X s2}, to
n! Ny ki + ko
! 81!k1$2!k2 ’ 2 klle!’ 3 ( k1 ! ra2

Twierdzenie o ciaggach zdominowancyh

Jesli n < m, to liczba ciagéw zdominowanych (przez zera), sktadajacych sie z n jedynek i m zer

wyraza sie wzorem
1—
d(n,m) = T’M(n—i—m)
m+1 m



Zadania

10.

11.

12.

. Przelicz rozmieszczenie pieciu przedmiotéw w czterech pudetkach. Rozwaz wszystkie cztery

przypadki dotyczace rozréznialnosci.

Co jest bardziej prawdopodobne: niewyrzucenie “6” przy czterech rzutach kostka, czy niewy-
rzucenie pary “(6,6)” przy dwudziestu czterech rzutach dwoma kostkami?

Grupe 20 aktywistow, w ktorej jest 4 mieszkanicow Poznania, dzielimy na cztery 5—osobowe
delegacje, przy czym wazny jest dla nas jedynie sktad delegacji, a nie uporzadkowanie os6b w
grupach czy kolejnosé delegacji. Ile jest takich podzialéw, w ktorych

(a) w kazdej delegacji jest jeden poznaniak?

(b) w jednej delegacji jest jeden poznaniak, a w innej trzej pozostali?
Ile stow 10-literowych mozna utowrzy¢ majac do dyspozycji cztery litery a, cztery b i cztery c?
A ile, gdy zamiast czterech bedziemy mieé¢ do dyspozycji po dziesie¢ liter kazdego rodzaju?

Uzasadnij kombinatorycznie nieréwnosé

(Z) 62> 6" — (5" +n5" 1), dlan > 2.
Wyznacz liczbe ciagdéw binarnych dtugosci 3n, w ktorych zer jest dwa razy wiecej niz jedynek,
serii jedynek jest k, a po kazdej serii jedynek wystepuje nie krotsza od niej seria zer.

Ile ciagow x1, o, ..., Ta,+1 spelnia 1) dwie pierwsze, 2) wszystkie z ponizszych wlasnosci?

(a) T1 = T2n+1 = O,
(b) |x; —xi—q|=1,dlai=2,3,...,2n+ 1,
(¢) z; >0,dlai=1,2,...,2n+ 1.
Wktadamy 100 ksiazek do pudelek, w ktorych miesci sie odpowiednio 5, 10 i 20 ksiazek, przy
czym pudetka z zewnatrz wygladaja identycznie. Dysponujemy czterema pudetkami, w ktérych
miesci sie 5 ksiazek, czterema, w ktérych miesci sie 10 i dwoma, w ktorych miedci sie 20.
(a) Ile roznych zestawow paczek z ksiazkami mozemy w ten sposob utworzy¢?
(b) Losowo wysytamy pudetka do 10 r6znych oséb. Ile mamy mozliwych scenariuszy obdaro-
wania kazdej z tych osob jedna paczka.
(¢) Zosia pokolorowata pudelka dziesiecioma roznymi kolorami. Ile teraz mozemy utworzy¢
roznych zestawow paczek?

W ilu liczbach 8—cyfrowych (bez zer)
(a) najwieksza cyfra jest 57
(b) najmniejsza cyfra jest 57

W kolejce po bilety w cenie 10 zlotych ustawito sie n+m osob, z ktérych n ma tylko banknoty
10—ztotowe, a m tylko bankonty 20—zlotowe (m < n + 1). Wszyscy kupuja po jednym bilecie.
Przed rozpoczeciem sprzedazy w kasie nie bylto pieniedzy. Jakie jest prawdpodobieristwo, ze
nikt z kolejki nie bedzie musial czekaé na reszte?

Pokaz, ze
i kN _(n+1\ ([ m
= \r S \r+1 r+1)
Uzasadnij kombinatorczynie
n __ n .
m' = Z (t17~-~7tm>7 gdzie t; > 0.

n=t1+...+tm
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