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Zasada szufladkowa, zwana tez zasada Dirichleta, a w jez. ang. ,,Pigeon-
hole Principle”, moze by¢ sformutowana nastepujaco. Jesli n + 1 golebi
przyfrunie do n gotebnikow, to w pewnym golebniku beda przynajmniej dwa
gotebie. Bardziej formalnie ...

Twierdzenie 1 (Zasada szufladkowa) Jezeli
X=X U...UX,
oraz | X| > t+1, to dla pewnego i € {1,...,t} zachodzi | X;| > 2.

Przyktady:

e Majac dowolne dwa pudetka (prostopadlodciany) zawsze mozna postawié
jedno na drugim tak, by gérne pudetko nie wystawalo poza obreb dol-
nego.

e Na plaszczyznie danych jest pie¢ punktéw o wspotrzednych catkowitych.
Uzasadni¢, ze $rodek jednego z odcinkéw laczacych te punkty jest
rowniez punktem o wspétrzednych catkowitych.

o W kazdym grafie istnieja 2 wierzchotki o tym samym stopniu.

Jest zadziwiajace, ze dzieki tak prostemu aparatowi matematycznemu
mozna wykaza¢ prawdziwos¢ niebanalnych faktow. Jako pierwsze zastosowanie
tej metody przedstawimy dowdd twierdzenia Erddsa-Szekeresa dotyczacego
monotonicznych podciagéw liczb rzeczywistych. Méwimy, ze ciag liczb rzeczy-
wistych x1,zo,...,x, jest rosnacy, jezeli x1 < x9 < ... < x,, a malejgcey,
jezeli 1 > 29 > ... > x,,.



Twierdzenie 2 (ErdéSs, Szekeres, 1935) Niech a,b bedq liczbami natu-
ralnymi, n = ab+ 1 i niech x1,xs,...,x, bedzie dowolnym ciagiem n liczb
rzeczywistych. Wowczas cigg ten zawiera rosngcy (malejacy) podciag ztozony
za+1 elementow lub malejgcy (rosnacy) podciag ztozony z b+ 1 elementdw.

Dowdd:  Kazedmu elementowi x; zadanego ciagu n liczb rzeczywistych
przyporzadkujmy uporzadkowana pare (I;, 1)), gdzie [; jest dlugoscia najdhuz-
szego malejacego podciagu o poczatku w z;, a [ jest dlugodcia najdtuzszego
rosnacego podciagu o poczatku w x;.

Zalézmy nie wprost, ze kazdy podciag malejacy ma diugos¢ < a i kazdy
podciag rosnacy ma dlugos¢ < b. Zdefiniujmy funkcje

fAL2,...,ab+ 1 = {1,2,...,a} x {1,2,...,b}
w taki sposob, ze
f@)y= ", i=1,2,...;ab+1

Funkcja f dziala ze zbioru mocy n w zbiér mocy co najwyzej ab = n — 1.
Zatem na podstawie zasady szufladkowej istnieja i < j takie, ze f(i) = f(5).
Jest to jednak niemozliwe. Jezeli z; < x;, to mamy I” > IJ7, a w przypadku,
gdy @; > xj, to 7 > 1. [ |

Twierdzenie Erddsa-Szekeresa jest ,,najlepsze z mozliwych” w tym sensie,
ze przestaje by¢ prawdziwe, gdy warto$¢ n zmniejszymy z ab + 1 do ab.
Zauwazmy bowiem, ze nastepujacy ciag zlozony z ab liczb catkowitych nie
zawiera ani rosnacego podciagu zlozonego z a + 1 wyrazéow ani malejacego
podciagu ztozonego z b+ 1 wyrazéw:

ba+1, ba+2,...,ba+a

b—1a+1, (b—1a+2,...,(b—1)a+a,

.2a+1, 2a+2,...,2a+a
a+1,a+2,....,a+a

Uwaga 1 Czasem zasada szufladkowa jest przedstawiana w formie swojej
transpozycji jako zasada iniekcji.



Twierdzenie 3 (Zasada iniekcji) Jesli f : D — R jest réznowarto$ciowa,
to |D| < |R|. u

Zauwazmy, ze transpozycja powyzszej zasady brzmi: jesli |D| > |R|, to
dla kazdej funkcji f : D — R istnieja x,y € D takie, ze f(z) = f(y).
Interpretujac R jako zbidr t szufladek, D jako zbiér rozmieszczanych elementow,
a [ jako rozmieszczenie (przeciwobrazy f wyznaczaja podzial D), otrzymu-
jemy zasade szufladkowa. W powyzszym dowodzie zasada iniekcji wydaje sie
nawet bardziej na miejscu, ale, oczywiscie oba podejécia sa réwnowazne.

Naturalnym uogélnieniem zasady szufladkowej jest tak zwana zasada podzia-
towa, ktéra stwierdza, ze jezeli zbior o dostatecznie duzej liczbie elementow
podzielimy na pewna liczbe czedci, to ktoras z nich bedzie zawierata odpowied-
nio duzo elementow.

Twierdzenie 4 (Zasada podzialowa) Niechmy, ..., m; bedzie ciagiem liczb

naturalnych. Jezeli
X=XiU...UX,

oraz .
1X| > (Zm) —t+1
=1

to dla pewnego i € {1,...,t} zachodzi | X;| > m;.

Podamy teraz dwa przyklady zastosowan zasady podzialowej. Pierwszy z
nich dotyczy twierdzenia Ramseya dla par, gdzie celem jest monochromaty-
czny tréjkat.

Twierdzenie 5 (Przyjecie na szes$¢ oséb) Wsrdd dowolnych szesciu 0sob
zawsze sq trzy, ktore znajg sie nawzajem LUB trzy, ktore nie znaja sie nawza-
jem.

Dowdd: Ustalmy jedna osobe, powiedzmy A. Na podstawie zasady podziatowej
(t =2, m;y = my = 3) A zna co najmniej 3 lub nie zna co najmniej 3 os6b
wsrod pozostalych. Powiedzmy, ze zna B,C,D. Teraz juz latwo dokonczy¢
dowdd. [ |

W oparciu o zasade podzialowa mozna podaé (troche) inny dowéd Tw.
Erdosa i Szekeresa.



Drugi dowod tw. Erdésa i Szekeresa:  Przy zalozeniu, ze nie ma podciagu
rosnacego mocy wiekszej niz a, rozwazmy funkcje g : [n] — [a] okreslong
wzorem ¢(i) = [;F. Stosujac zasade podziatowa (t = aim; = b+ 1,1 =

1,...,a) wnioskujemy, ze pewne b+ 1 liczb @, ..., 25, ,, 11 < -+ < ipqq, Ma
te sama warto$¢ parametru 7, powiedzmy c. Gdyby dla pewnych j < [ bylo
zi; < x4, to l;; > ¢ — sprzecznos¢. Zatem w; > .-+ > x5 1 otrzymujemy
podciag malejacy mocy b+ 1. [ |

Zasada szufladkowa i jej uogdlnienie, zasada podzialowa, sa szczegdlnymi
przypadkami do$¢ oczywistej zasady Sredniej.

Twierdzenie 6 (Zasada $redniej) Dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, ..., ay
istniejq takie i, 7, ze

CZiS (al—i—...—i—at)gaj.

S

Na przyktad, jest niemozliwe, by wszyscy zarabiali powyzej sredniej lub by
wszyscy spozywali mniej alkoholu niz ,,$rednia krajowa na glowe mieszkanca”.
W szczegdlnosci, jezeli

X=X,U...UX,
to
(1) dla pewnego i € {1,...,t} zachodzi |X;| > (‘itw,

(2) jesli natomiast dodatkowo zalozy¢, ze wszystkie zbiory X; sa parami
roztaczne, to dla pewnego i € {1,...,t} zachodzi | X;| < L'f—‘J

Mozna pokazaé, ze implikacja (1) jest réwnowazna zasadzie podzialowe;
(éw.).

Ta forma zasady podzialowej jest czesto stosowana lacznie z metoda
dwukrotnego przeliczania, ktéra teraz zilustrujemy bardzo waznym (histo-
rycznie) przykladem.

Sciezki hamiltonowskie w turniejach. Turniej to zorientowany graf
pelny. Przez $ciezke w turnieju rozumiemy $ciezke skierowana. Sciezka
hamiltonowska to Sciezka przechodzaca przez wszystkie wierzchotki turnieju.
Kazdy turniej posiada co najmniej jedna $ciezke hamiltonowska (¢w.). Teraz
pokazemy, ze sa turnieje, ktore maja ich wiele.



Twierdzenie 7 (Tw. Szele, 1943) Dia kazdego naturalnego n, istnieje turniej
na n wierzcholtkach posiadajacy co najmniej n12-"*! Sciezek Hamiltona.

Dowdd: Niech T, bedzie zbiorem wszystkich turniejéw na zbiorze wierzchotkow

[n]. Zauwazmy, ze |T,| = 2(3). Dla kazdego T' € Ty, niech x7 oznacza liczbe
Sciezek Hamiltona zawartych w T'. Naszym celem jest pokazanie, ze Srednia

n

2= () Sop a7 jest réwna nl27" T Jest to fakt znacznie mocniejszy od tezy
twierdzenia, ktora wynika z niego natychmiast na podstawie zasady $redniej.

Suma ) . xr przelicza uporzadkowane pary (T, 7), gdzie T € T, a 7
jest $ciezka Hamiltona w T'. Teraz wprawimy w ruch technike dwukrot-
nego przeliczania. Sciezka Hamiltona jest jednoznacznie okreslona przez po-
danie permutacji wierzchotkéw. Te same pary (T, 7) mozna wiec przeliczy¢
sumujac po wszystkich n! permutacjach 7 liczby y,. zliczajace wszystkie
turnieje 1" zawierajace dana Sciezke 7. Nietrudno zauwazy¢, ze y, = 9(5)-nt1
dla kazdej permutacji m. Ostatecznie,

ZmT = Zyw = n!2(3>7”+1,
T ™

co nalezalo dowiesé. [ ]



