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W rozdziale tym oméwimy jedno z fundamentalnych pojeé¢ kombinato-
ryki, jakim jest zbior czesciowo uporzadkowany. Pokazemy w jaki sposéb sz-
ereg podstawowych wiasnosci kombinatorycznych jest zwiazanych z porzadkiem
wsréd badanych obiektow.

Przedstawimy reprezentacje skonczonych zbioréw czesciowo uporzadkowa-
nych za pomoca struktur kombinatorycznych, takich jak graf skierowany
i diagram Hassego. Wprowadzimy pojecie lanicucha i antylancucha oraz
zwiazany z tymi pojeciami lemat Dilwortha, z ktérego wynikaé¢ bedzie oméwione
wezesniej twierdzenie Erd6sa—Szekeresa. W koncu wprowadzimy wazne pojecia
kraty oraz lokalnie skonczonego zbioru czesciowo uporzadkowanego.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem (niekoniecznie skoriczonym). Relacje
binarna =< na zbiorze X nazywamy czeSciowym porzadkiem, gdy jest ona
zwrotna, przechodnia i antysymetryczna, a pare (X, <) nazywamy zbiorem
czeSciowo uporzadkowanym lub, uzywajac angielskiego skrétu, posetem. Jezeli
xr X yiz #y, topiszemy x < y. Zamiast z = y i x < y, mozemy pisac
rowniez y = iy > x.

W przypadku, gdy wiadomo o jaka relacje < chodzi, to czesto sam zbiér
X nazywa sie zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

Jezeli v < y lub y < x, to méwimy, ze elementy x i y sa porownywalne.
Czesciowy porzadek, ktéry jest dodatkowo relacja spdjng (tzn. kazde dwa el-
ementy z,y € X sa porownywalne), nazywamy porzqdkiem liniowym, a pare
(X, X) zbiorem liniowo uporzadkowanym. Klasycznym przyktadem zbioru
liniowo uporzadkowanego jest para (R, <), gdzie R jest zbiorem liczb rzeczy-
wistych, natomiast < jest zwykla relacja mniejszosci.

Skoriczony zbior czesciowo uporzadkowany mozna reprezentowaé za pomoca
grafu skierowanego.



Przyklad 1: Graf poréwnan
Niech X = {a,b,c,d,e, f,g,h}. Okreslmy relacje czeSciowego porzadku na
X w nastepujacy sposob:

a=baxc,a=xd a=ea=xf,ag,a=xh
b<c,b=xd,b=<e,b=f,b=<h

ce,c=Xf

d=<e,d=<f,d=<h

exf

g=f,9g=h

Ten czesciowo uporzadkowany zbiér (X, =) mozemy przedstawi¢ w postaci
grafu skierowanego, przyjmujac, ze jezeli x < y, to istnieje tuk skierowany
od wierzchotka = do wierzchotka y. Prosze ten graf narysowac.

Drugim, bardziej czytelnym, sposobem reprezentacji skoniczonego zbioru
czesciowo uporzadkowanego jest tak zwany diagram Hassego. W celu jego
opisania musimy wprowadzi¢ pojecie bezposredniego nastepnika (lub poprzed-
nika) danego elementu. Otéz, jezeli x < y oraz dla dowolnego z € X

(2N 2y = (z=02)V(2=y), (1)

to piszemy z = y i méwimy, ze y jest bezposrednim nastepnikiem elementu
x (lub z jest bezposrednim poprzednikiem elementu y). Innymi stowy, relacja
x 2 y oznacza, ze zaden element z rézny od z i rézny od y nie spelnia
warunku z < z <y (jest to skrécony zapis lewej strony implikacji (1)).

Mozemy zatem przejs¢ do reprezentacji zbioru czesciowo uporzadkowanego
(X, =) za pomoca grafu skierowanego zwanego diagramem Hassego. Wierz-
chotki tego grafu odpowiadaja elementom nalezacym do zbioru X, przy czym
(x,y) jest tukiem grafu wtedy i tylko wtedy, gdy x jest bezposrednim poprzed-
nikiem y. Mozna jednak pominac skierowanie krawedzi, przyjmujac zasade,
ze jesli x =y, to wierzcholek y znajduje sie na diagramie wyzej od wierz-
chotka x. Wéwcezas © < y wtedy i tylko wtedy, gdy w diagramie Hassego
istnieje droga ,,w gére” od wierzchotka x do wierzchotka y.

Przyklad 1 (cd). Diagram Hassego

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym z przyktadu 1. Prosze
narysowa¢ diagram Hassego dla tego zbioru.



Przyklad 2. Podzbiory zbioru skonczonego

Niech X bedzie skoficzonym zbiorem, |X| = n. Wtedy B(n) = (2%, C) jest
posetem, zwanym tez krata boolowska. Narysowaé B(n) dla kilku matych
wartosci n.

Przyklad 3. Podzialy zbioru skonczonego na podzbiory

Niech X bedzie skoriczonym zbiorem, | X| = n, a II(X) rodzing wszystkich
podzialéw zbioru X na niepuste i parami roztaczne podzbiory (kolejnosé
podzbioréw nieistotna). Dla my,me € II, piszemy m < m, gdy podzial m;
jest rozdrobnieniem podzialu 7o, tzn. kazdy blok podziatu 7 jest podzbiorem
pewnego bloku podziatu my. Wtedy P(n) = (II(X), <) jest posetem. Narysowaé
P(n) dla kilku matych wartosci n.

Niech (X, <) bedzie dowolnym zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech
Y C X. Oznaczmy przez =<y obciecie porzadku =< do zbioru Y. Wtedy
(Y, =y) jest tez posetem.

Przyklad 4. Liczby naturalne z relacja podzielnosci

Piszemy m/|n gdy n jest podzielne przez m. Para (N, |) jest posetem. Narysowaé
diagram Hassego dla obciecia (N, |) do zbioru Y = {1,2,...,13}.

Jezeli =<y jest porzadkiem liniowym (tzn. kazde dwa elementy nalezace
do Y sa poréwnywalne), to zbiér Y nazywamy taricuchem. Innymi stowy,
tancuch to zbidr, ktéry jest liniowo uporzadkowany przez czesciowy porzadek.
W przypadku, gdy zadne dwa elementy zbioru Y nie sa poréwnywalne, to Y
nazywamy antylaricuchem. Dlugosé tanicucha Y jest to liczba réwna |Y| —
1. Poczatek i koniec tancucha definiuje sie w sposdb naturalny. ZLarncuch
maksymalny z x do y jest to tancuch o poczatku w x i koncu w y, ktéry nie
jest podzbiorem wlasciwym zadnego innego tancucha z x do y.

Przyktadami tancuchéw w zbiorze czesciowo uporzadkowanym z przykladu
1 sa abc, abe, af, g. Lancuch agh jest tancuchem maksymalnym. Tej
wlasnodci nie posiada tancuch adh.

Rzedem elementu x oznaczanym przez r(x), nazywamy dlugo$¢ najdiuzszego
laricucha o konicu w z. Bardziej formalnie, niech (X, <) bedzie dowolnym
zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech x € X. Oznaczmy przez L,
rodzine wszystkich tancuchéw o koncu w z. Jezeli istnieje liczba naturalna
N taka, ze dlugos$¢ zadnego tancucha L € L, nie przekracza N, to

r(z) =max{|L| —1: L€ L,}

3



W przeciwnym razie mowimy, ze rzad elementu x jest nieskonczony. W
przyktadzie 1 mamy r(a) =0, r(c) = 2, r(h) = 3.

Twierdzenie 1 (Dualne Twierdzenie Dilwortha) W dowolnym skoriczonym
zbiorze czeSciowo uporzadkowanym X maksymalna moc taricucha jest réowna
manimalne; liczbie antytancuchow pokrywajacych zbior X.

Whiosek 1 (Lemat Dilwortha) Jesli | X| > ab+1 to X ma taricuch mocy
a+ 1 lub antytaricuch mocy b+ 1.

Na ¢wiczeniach prosze udowodnié¢ twierdzenie 1 wykorzystujac pojecie
rzedu oraz wywnioskowaé¢ wniosek 1 z twierdzenia 1.

Powréémy teraz do rezultatu Erdésa-Szekeresa przedstawionego w poprzed-
nim rozdziale. W twierdzeniu tym mamy do czynienia z liniowym porzadkiem
< okreslonym na liczbach rzeczywistych. Zauwazmy, ze jedyna wilasnoscia
relacji < wykorzystana w dowodzie tego twierdzenia jest fakt, ze < jest lin-
iowym porzadkiem na zbiorze {1, ..., x,}. Zatem wydaje sie, ze twierdzenie
to pozostanie prawdziwe, jezeli porzadek < zostanie zastapiony przez dowolny
liniowy porzadek =<y na {z;...,x,}. Drugi liniowy porzadek w twierdzeniu
Erdésa-Szekeresa jest ,,ukryty”. Mianowicie elementy zbioru {z1,...,x,} sa
liniowo uporzadkowane wedlug porzadku w jakim wystepuja one w ciagu.
Jak to pokazemy ponizej, i ten porzadek mozna zastapi¢ przez dowolnym
porzadkiem liniowym =<, na zbiorze {z1,...,x,}.

Twierdzenie 2 (Uogdlnienie Twierdzenia Erd&sa i Szekeresa) Zaloz-
my, zen = ab+1 oraz =1 1 <5 sq dowolnymi lintowymi porzqdkami na zbiorze
S ={w1,...,2,}. Wowczas istnieje podzbidr T C S mocy |T| = a+1 taki, ze
dla wszystkich x,y € T, x <1 y wtedy 1@ tylko wtedy, gdy x =5 y, lub istnieje
podzbior T C S mocy |T| = b+ 1 taki, Ze dla wszystkich x,y € T x <1 y
wtedy 1 tylko wtedy, gdy y < x.

Innymi stowy, oba liniowe porzadki <; i <5 sa w pelnej zgodnosci lub w
pelnej niezgodnosci na pewnym podzbiorze T' zadanej mocy. Dla przykladu,
niech a = b = 3 i rozwazmy zbiér S = {1,2,...,10} uporzadkowany liniowo
na nastepujace dwa sposoby:



10,8,6,1,3,4,5,7,9,2
7,10,3,4,1,8,9,6,5,2

Twierdzenie Erdosa-Szekeresa stwierdza, ze musi istnie¢ podzbiér T C S
ztozony z a + 1 = 4 elementéw, na ktorym powyzsze dwa porzadki sa w
pelnej zgodnosci lub pelnej niezgodnosci. Rzeczywiscie, za zbiér T mozna
przyjaé, na przyktad, zbior {10,4,5,2} lub {8,1,4,7}.

Na ¢wiczeniach prosze udowodni¢ Uogdlnienie Twierdzenia Erdésa i Szek-
eresa, wprowadzajac na S czesciowy porzadek x < y wtedy i tylko wtedy gdy
TX1y1T 22y,

Teraz udowodnimy najwazniejsze twierdzenie tego rozdzialu. Jest ono
dualne do Dualnego Tw. Dilwortha.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Dilwortha, 1950) W dowolnym skoriczonym
zbiorze czesciowo uporzadkowanym X maksymalna moc antytancucha jest
rowna minimalnej liczbie tancuchow pokrywajocych X.

Dowdd (Tverberg, 1967): Indukcja wzgledem |X|. Dla |[X| < 1
twierdzenie jest oczywiste. Niech teraz |X| > 1. Oznaczmy przez m moc
najwiekszego antytancucha w X i niech L bedzie dowolnym maksymalnym
tancuchem w X.

Rozwazmy zbiér X \ L. Gdyby najwickszy antylaiicuch w X \ L mial
moc mniejsza niz m to na podstawie zalozenia indukcyjnego X \ L mozna by
pokry¢ m — 1 lancuchami, ktére wraz z L dalyby pokrycie calego zbioru X
przy pomocy m tancuchow.

Przyjmijmy wiec, ze w X \ L istnieje antylancuch A = {ay,...,an}.
Utwérzmy zbiory

G={reX:JacA:z>a}

D={reX:JaecA:x<a}l.

Do G nie nalezy poczatek fancucha L, ani do D nie nalezy koniec L — jedno
i drugie byloby sprzeczne z maksymalnoscia L. Zatem |D|, |G| < |X]| i na
podstawie zalozenia indukcyjnego G = G, U---UG,,, D = Dy U---U D,,,
gdzie D;, G; to tancuchy. Bez straty ogdlnosci mozna przyjac, ze a; € G;ND;,



i=1,...,m. Gdyby istnial z € X \ (GU D), to U A bylby antylaricuchem
mocy m + 1 — sprzeczno$¢ z definicja m. Zatem

i=1
a to jest rozklad X na m tancuchow. [ |

Przykiad 5: Porzadek interwalowy. Niech X bedzie dowolna rodzina
skonczonych przedzialéw na prostej. Wprowadzamy relacje I < J wgdy
I = Jlub I ,jest nalewo od” J, tzn. prawy koniec I poprzedza lewy koniec
J. Powyzsza relacja jest czeSciowym porzadkiem (éw.). Tw. Dilwortha
zastosowane do porzadkéw interwalowych implikuje znany skadinad fakt, ze
grafy interwalowe sa doskonale (graf interwalowy to graf przecie¢ rodziny
przedzialow X — wierzcholki reprezentuja przedzialy, a krawedzie tacza pary
przedzialow przecinajacych sie; antytancuchy to podgrafy peine, tancuchy to
zbiory niezalezne).

Teraz czeka nas seria definicji. Element z € X nazywamy elementem
minimalnym, jesli nie istnieje y € X taki, ze y < x (w przyktadzie 1 tylko
a); x € X nazywamy elementem maksymalnym jesli nie istnieje y € X taki,
zey >x (f1h); v € X nazywamy elementem najmniejszym i oznaczamy
przez 0, gdy dla kazdego y € X y > x (a); * € X nazywamy elementem
najwiekszym i oznaczamy przez 1, gdy dla kazdego y € X y < = (w naszym
przyktadzie brak 1).

Ograniczenia dolne i gorne zbioru Y C X w (X, <) to, odpowiednio,
element a € X taki, ze x > a [z < a] dla wszystkich x € Y. Oznaczmy przez
A(Y') 1 B(Y) zbiér wszystkich ograniczen gérnych i dolnych zbioru Y. Jesli
w A(Y) jest element najmniejszy, to nazywamy go kresem gérnym zbioru Y i
oznaczamy przez sup Y. Jesli w B(Y') jest element najwiekszy, to nazywamy
go kresem dolnym zbioru Y i oznaczamy przez inf Y. Wprowadzamy wygodne
oznaczenia sup{z,y} = x Vy iinf{z,y} = x Ay. W przykladzie 1: A(c,d) =
{e, f}1B(c,d) = {a,b}, wiecc cVd=eicAd=b; ponadto A(d,g) = {f, h}
i A(e,h) =0, wiec ani d V g ani e V h nie istnieje.

Def. Jedli dla kazdej pary z,y réznych elementéw zbioru X istnieje kres
dolny i kres gérny, to X nazywamy kratg.

Whprowadzone wezesniej posety B(n), P(n) i (N, |) sa kratami. Wyznaczy¢
kresy dowolnej pary ich elementéw (¢éw.).



Def. Méwimy, ze (X1, <1) jest izomorficzny z (X3, <), gdy istnieje bi-
jekcja f 2 Xy — Xo taka, ze x <y y wedy f(x) <o f(y).

Narysowa¢ wszystkie (parami nieizomorficzne) pie¢ krat o pieciu elemen-
tach (¢w.).

Przyklad 6: Krata Younga. Krata Younga nazywamy poset, ktorego
elementami sa wszystkie nierosnace nieskonczone ciagi liczb naturalnych i zer
a = (a3 > as > ...) o skonczonej liczbie elementéw niezerowych, przy czym

Zatem elementy kraty Younga reprezentuja wszystkie nieuporzadkowane rozbi-
cia liczb naturalnych (element (0,0,...) interpretujemy jako puste rozbicie
(). Narysowaé fragment diagramu Hassego i podaé¢ wzory na kresy.

Odcinkek [x,y] definiujemy jako zbiér {z : = < z < y}. Na przyklad
b, f] = {b,c,d,e, f}. Poset nazywamy lokalnie skoriczonym, gdy kazdy od-
cinek jest skoriczony. Na przyklad, (R, <) nie jest, a (N, <) jest lokalnie
skoniczony. Réwniez (N, |) jest lokalnie skoniczony. Np. [1,10] = {1,2,5,10}.
(Rys.)

Niech ([X]<* oznacza rodzine wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru
X. (Gdy X jest zbiorem skoticzonym, to ([X]<* = 2%.) Dla kazdego X,
poset ([X]<°, C) jest lokalnie skoniczony.

loczynem kartezjaskim posetéw (X, <;), ¢ € I, nazywamy poset (][ X;, <
), gdzie dla z,y € [[ X, mamy x < y wgdy z; < y; dla wszystkich ¢ € I.
Zaltzmy teraz, ze wszystkie posety (X;, <;) posiadaja element najmniejszy
0. Dla kazdego = € [[ X; nich I, = {i € I : x; # 0}. Wtedy ich suma prosta
nazywamy poset (P X;, <), gdzie
bigoplusX; = {x : |I,| < 0o}, a z <y wgdy z; < y; dla wszystkich i € I.



