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Zbiory cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowane

17 maja 2012

W rozdziale tym omówimy jedno z fundamentalnych poje
↪
ć kombinato-

ryki, jakim jest zbiór cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowany. Pokażemy w jaki sposób sz-

ereg podstawowych wÃlasności kombinatorycznych jest zwia
↪
zanych z porza

↪
dkiem

wśród badanych obiektów.
Przedstawimy reprezentacje

↪
skończonych zbiorów cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowa-

nych za pomoca
↪

struktur kombinatorycznych, takich jak graf skierowany
i diagram Hassego. Wprowadzimy poje

↪
cie Ãlańcucha i antyÃlańcucha oraz

zwia
↪
zany z tymi poje

↪
ciami lemat Dilwortha, z którego wynikać be

↪
dzie omówione

wcześniej twierdzenie Erdősa–Szekeresa. W końcu wprowadzimy ważne poje
↪
cia

kraty oraz lokalnie skończonego zbioru cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowanego.

Niech X be
↪
dzie dowolnym zbiorem (niekoniecznie skończonym). Relacje

↪

binarna
↪
¹ na zbiorze X nazywamy cze

↪
ściowym porza

↪
dkiem, gdy jest ona

zwrotna, przechodnia i antysymetryczna, a pare
↪
(X,¹) nazywamy zbiorem

cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowanym lub, używaja

↪
c angielskiego skrótu, posetem. Jeżeli

x ¹ y i x 6= y, to piszemy x ≺ y. Zamiast x ¹ y i x ≺ y, możemy pisać
również y º x i y Â x.

W przypadku, gdy wiadomo o jaka
↪
relacje

↪
¹ chodzi, to cze

↪
sto sam zbiór

X nazywa sie
↪
zbiorem cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanym.

Jeżeli x ¹ y lub y ¹ x, to mówimy, że elementy x i y sa
↪
porównywalne.

Cze
↪
ściowy porza

↪
dek, który jest dodatkowo relacja

↪
spójna

↪
(tzn. każde dwa el-

ementy x, y ∈ X sa
↪
porównywalne), nazywamy porza

↪
dkiem liniowym, a pare

↪

(X,¹) zbiorem liniowo uporza
↪
dkowanym. Klasycznym przykÃladem zbioru

liniowo uporza
↪
dkowanego jest para (R,≤), gdzie R jest zbiorem liczb rzeczy-

wistych, natomiast ≤ jest zwykÃla
↪
relacja

↪
mniejszości.

Skończony zbiór cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowany można reprezentować za pomoca

↪

grafu skierowanego.
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PrzykÃlad 1: Graf porównań

Niech X = {a, b, c, d, e, f, g, h}. Określmy relacje
↪
cze

↪
ściowego porza

↪
dku na

X w naste
↪
puja

↪
cy sposób:

a ¹ b, a ¹ c, a ¹ d, a ¹ e, a ¹ f , a ¹ g, a ¹ h
b ¹ c, b ¹ d, b ¹ e, b ¹ f , b ¹ h
c ¹ e, c ¹ f
d ¹ e, d ¹ f , d ¹ h
e ¹ f
g ¹ f , g ¹ h

Ten cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowany zbiór (X,¹) możemy przedstawić w postaci

grafu skierowanego, przyjmuja
↪
c, że jeżeli x ¹ y, to istnieje Ãluk skierowany

od wierzchoÃlka x do wierzchoÃlka y. Prosze
↪
ten graf narysować.

Drugim, bardziej czytelnym, sposobem reprezentacji skończonego zbioru
cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanego jest tak zwany diagram Hassego. W celu jego

opisania musimy wprowadzić poje
↪
cie bezpośredniego naste

↪
pnika (lub poprzed-

nika) danego elementu. Otóż, jeżeli x ≺ y oraz dla dowolnego z ∈ X

(x ¹ z) ∧ (z ¹ y) ⇒ (z = x) ∨ (z = y), (1)

to piszemy x - y i mówimy, że y jest bezpośrednim naste
↪
pnikiem elementu

x (lub x jest bezpośrednim poprzednikiem elementu y). Innymi sÃlowy, relacja
x - y oznacza, że żaden element z różny od x i różny od y nie speÃlnia
warunku x ¹ z ¹ y (jest to skrócony zapis lewej strony implikacji (1)).

Możemy zatem przej́sć do reprezentacji zbioru cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowanego

(X,¹) za pomoca
↪
grafu skierowanego zwanego diagramem Hassego. Wierz-

choÃlki tego grafu odpowiadaja
↪
elementom należa

↪
cym do zbioru X, przy czym

(x, y) jest Ãlukiem grafu wtedy i tylko wtedy, gdy x jest bezpośrednim poprzed-
nikiem y. Można jednak pomina

↪
ć skierowanie krawe

↪
dzi, przyjmuja

↪
c zasade

↪
,

że jeśli x - y, to wierzchoÃlek y znajduje sie
↪
na diagramie wyżej od wierz-

choÃlka x. Wówczas x ¹ y wtedy i tylko wtedy, gdy w diagramie Hassego
istnieje droga ,,w góre

↪
” od wierzchoÃlka x do wierzchoÃlka y.

PrzykÃlad 1 (cd). Diagram Hassego

Niech (X,¹) be
↪
dzie zbiorem cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanym z przykÃladu 1. Prosze

↪

narysować diagram Hassego dla tego zbioru.
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PrzykÃlad 2. Podzbiory zbioru skończonego

Niech X be
↪
dzie skończonym zbiorem, |X| = n. Wtedy B(n) = (2X ,⊆) jest

posetem, zwanym też krata
↪
boolowska

↪
. Narysować B(n) dla kilku maÃlych

wartości n.

PrzykÃlad 3. PodziaÃly zbioru skończonego na podzbiory

Niech X be
↪
dzie skończonym zbiorem, |X| = n, a Π(X) rodzina

↪
wszystkich

podziaÃlów zbioru X na niepuste i parami rozÃla
↪
czne podzbiory (kolejność

podzbiorów nieistotna). Dla π1, π2 ∈ Π, piszemy π1 ¹ π2, gdy podziaÃl π1

jest rozdrobnieniem podziaÃlu π2, tzn. każdy blok podziaÃlu π1 jest podzbiorem
pewnego bloku podziaÃlu π2. Wtedy P(n) = (Π(X),¹) jest posetem. Narysować
P(n) dla kilku maÃlych wartości n.

Niech (X,¹) be
↪
dzie dowolnym zbiorem cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanym i niech

Y ⊂ X. Oznaczmy przez ¹Y obcie
↪
cie porza

↪
dku ¹ do zbioru Y . Wtedy

(Y,¹Y ) jest też posetem.

PrzykÃlad 4. Liczby naturalne z relacja
↪
podzielności

Piszemy m|n gdy n jest podzielne przez m. Para (N, |) jest posetem. Narysować
diagram Hassego dla obcie

↪
cia (N, |) do zbioru Y = {1, 2, . . . , 13}.

Jeżeli ¹Y jest porza
↪
dkiem liniowym (tzn. każde dwa elementy należa

↪
ce

do Y sa
↪
porównywalne), to zbiór Y nazywamy Ãlańcuchem. Innymi sÃlowy,

Ãlańcuch to zbiór, który jest liniowo uporza
↪
dkowany przez cze

↪
ściowy porza

↪
dek.

W przypadku, gdy żadne dwa elementy zbioru Y nie sa
↪
porównywalne, to Y

nazywamy antyÃlańcuchem. DÃlugość Ãlańcucha Y jest to liczba równa |Y | −
1. Pocza

↪
tek i koniec Ãlańcucha definiuje sie

↪
w sposób naturalny. ÃLańcuch

maksymalny z x do y jest to Ãlańcuch o pocza
↪
tku w x i końcu w y, który nie

jest podzbiorem wÃlaściwym żadnego innego Ãlańcucha z x do y.
PrzykÃladami Ãlańcuchów w zbiorze cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanym z przykÃladu

1 sa
↪

abc, abe, af , g. ÃLańcuch agh jest Ãlańcuchem maksymalnym. Tej
wÃlasności nie posiada Ãlańcuch adh.

Rze
↪
dem elementu x oznaczanym przez r(x), nazywamy dÃlugość najdÃluższego

Ãlańcucha o końcu w x. Bardziej formalnie, niech (X,¹) be
↪
dzie dowolnym

zbiorem cze
↪
ściowo uporza

↪
dkowanym i niech x ∈ X. Oznaczmy przez Lx

rodzine
↪
wszystkich Ãlańcuchów o końcu w x. Jeżeli istnieje liczba naturalna

N taka, że dÃlugość żadnego Ãlańcucha L ∈ Lx nie przekracza N , to

r(x) = max{|L| − 1 : L ∈ Lx}

3



W przeciwnym razie mówimy, że rza
↪
d elementu x jest nieskończony. W

przykÃladzie 1 mamy r(a) = 0, r(c) = 2, r(h) = 3.

Twierdzenie 1 (Dualne Twierdzenie Dilwortha) W dowolnym skończonym
zbiorze cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanym X maksymalna moc Ãlańcucha jest równa

minimalnej liczbie antyÃlańcuchów pokrywaja
↪
cych zbiór X.

Wniosek 1 (Lemat Dilwortha) Jeśli |X| ≥ ab+1 to X ma Ãlańcuch mocy
a + 1 lub antyÃlańcuch mocy b + 1.

Na ćwiczeniach prosze
↪

udowodnić twierdzenie 1 wykorzystuja
↪
c poje

↪
cie

rze
↪
du oraz wywnioskować wniosek 1 z twierdzenia 1.
Powróćmy teraz do rezultatu Erdősa-Szekeresa przedstawionego w poprzed-

nim rozdziale. W twierdzeniu tym mamy do czynienia z liniowym porza
↪
dkiem

≤ określonym na liczbach rzeczywistych. Zauważmy, że jedyna
↪
wÃlasnościa

↪

relacji ≤ wykorzystana
↪
w dowodzie tego twierdzenia jest fakt, że ≤ jest lin-

iowym porza
↪
dkiem na zbiorze {x1, . . . , xn}. Zatem wydaje sie

↪
, że twierdzenie

to pozostanie prawdziwe, jeżeli porza
↪
dek≤ zostanie zasta

↪
piony przez dowolny

liniowy porza
↪
dek ¹1 na {x1 . . . , xn}. Drugi liniowy porza

↪
dek w twierdzeniu

Erdősa-Szekeresa jest ,,ukryty”. Mianowicie elementy zbioru {x1, . . . , xn} sa
↪

liniowo uporza
↪
dkowane wedÃlug porza

↪
dku w jakim wyste

↪
puja

↪
one w cia

↪
gu.

Jak to pokażemy poniżej, i ten porza
↪
dek można zasta

↪
pić przez dowolnym

porza
↪
dkiem liniowym ¹2 na zbiorze {x1, . . . , xn}.

Twierdzenie 2 (Uogólnienie Twierdzenia Erdősa i Szekeresa) ZaÃlóż-
my, że n = ab+1 oraz ¹1 i ¹2 sa

↪
dowolnymi liniowymi porza

↪
dkami na zbiorze

S = {x1, . . . , xn}. Wówczas istnieje podzbiór T ⊆ S mocy |T | = a+1 taki, że
dla wszystkich x, y ∈ T , x ¹1 y wtedy i tylko wtedy, gdy x ¹2 y, lub istnieje
podzbiór T ⊆ S mocy |T | = b + 1 taki, że dla wszystkich x, y ∈ T x ¹1 y
wtedy i tylko wtedy, gdy y ¹2 x.

Innymi sÃlowy, oba liniowe porza
↪
dki ¹1 i ¹2 sa

↪
w peÃlnej zgodności lub w

peÃlnej niezgodności na pewnym podzbiorze T zadanej mocy. Dla przykÃladu,
niech a = b = 3 i rozważmy zbiór S = {1, 2, . . . , 10} uporza

↪
dkowany liniowo

na naste
↪
puja

↪
ce dwa sposoby:
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10, 8, 6, 1, 3, 4, 5, 7, 9, 2

7, 10, 3, 4, 1, 8, 9, 6, 5, 2

Twierdzenie Erdősa-Szekeresa stwierdza, że musi istnieć podzbiór T ⊆ S
zÃlożony z a + 1 = 4 elementów, na którym powyższe dwa porza

↪
dki sa

↪
w

peÃlnej zgodności lub peÃlnej niezgodności. Rzeczywíscie, za zbiór T można
przyja

↪
ć, na przykÃlad, zbiór {10, 4, 5, 2} lub {8, 1, 4, 7}.

Na ćwiczeniach prosze
↪
udowodnić Uogólnienie Twierdzenia Erdősa i Szek-

eresa, wprowadzaja
↪
c na S cze

↪
ściowy porza

↪
dek x ¹ y wtedy i tylko wtedy gdy

x ¹1 y i x ¹2 y.
Teraz udowodnimy najważniejsze twierdzenie tego rozdziaÃlu. Jest ono

dualne do Dualnego Tw. Dilwortha.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Dilwortha, 1950) W dowolnym skończonym
zbiorze cze

↪
ściowo uporza

↪
dkowanym X maksymalna moc antyÃlańcucha jest

równa minimalnej liczbie Ãlańcuchów pokrywaja
↪
cych X.

Dowód (Tverberg, 1967): Indukcja wzgle
↪
dem |X|. Dla |X| ≤ 1

twierdzenie jest oczywiste. Niech teraz |X| > 1. Oznaczmy przez m moc
najwie

↪
kszego antyÃlańcucha w X i niech L be

↪
dzie dowolnym maksymalnym

Ãlańcuchem w X.
Rozważmy zbiór X \ L. Gdyby najwie

↪
kszy antyÃlańcuch w X \ L miaÃl

moc mniejsza
↪
niż m to na podstawie zaÃlożenia indukcyjnego X \L można by

pokryć m − 1 Ãlańcuchami, które wraz z L daÃlyby pokrycie caÃlego zbioru X
przy pomocy m Ãlańcuchów.

Przyjmijmy wie
↪
c, że w X \ L istnieje antyÃlańcuch A = {a1, . . . , am}.

Utwórzmy zbiory
G = {x ∈ X : ∃a ∈ A : x ≥ a}

i
D = {x ∈ X : ∃a ∈ A : x ≤ a}.

Do G nie należy pocza
↪
tek Ãlańcucha L, ani do D nie należy koniec L – jedno

i drugie byÃloby sprzeczne z maksymalnościa
↪
L. Zatem |D|, |G| < |X| i na

podstawie zaÃlożenia indukcyjnego G = G1 ∪ · · · ∪ Gm, D = D1 ∪ · · · ∪ Dm,
gdzie Di, Gi to Ãlańcuchy. Bez straty ogólności można przyja

↪
ć, że ai ∈ Gi∩Di,
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i = 1, . . . , m. Gdyby istniaÃl x ∈ X \ (G ∪D), to x ∪A byÃlby antyÃlańcuchem
mocy m + 1 – sprzeczność z definicja

↪
m. Zatem

X = G ∪D =
m⋃

i=1

(Gi ∪Di),

a to jest rozkÃlad X na m Ãlańcuchów.

PrzykÃlad 5: Porza
↪
dek interwaÃlowy. Niech X be

↪
dzie dowolna

↪
rodzina

↪

skończonych przedziaÃlów na prostej. Wprowadzamy relacje
↪

I ≤ J wgdy
I = J lub I ,,jest na lewo od” J , tzn. prawy koniec I poprzedza lewy koniec
J . Powyższa relacja jest cze

↪
ściowym porza

↪
dkiem (ćw.). Tw. Dilwortha

zastosowane do porza
↪
dków interwaÃlowych implikuje znany ska

↪
dina

↪
d fakt, że

grafy interwaÃlowe sa
↪

doskonaÃle (graf interwaÃlowy to graf przecie
↪
ć rodziny

przedziaÃlów X – wierzchoÃlki reprezentuja
↪
przedziaÃly, a krawe

↪
dzie Ãla

↪
cza

↪
pary

przedziaÃlów przecinaja
↪
cych sie

↪
; antyÃlańcuchy to podgrafy peÃlne, Ãlańcuchy to

zbiory niezależne).

Teraz czeka nas seria definicji. Element x ∈ X nazywamy elementem
minimalnym, jeśli nie istnieje y ∈ X taki, że y < x (w przykÃladzie 1 tylko
a); x ∈ X nazywamy elementem maksymalnym jeśli nie istnieje y ∈ X taki,
że y > x (f i h); x ∈ X nazywamy elementem najmniejszym i oznaczamy
przez 0, gdy dla każdego y ∈ X y ≥ x (a); x ∈ X nazywamy elementem
najwie

↪
kszym i oznaczamy przez 1, gdy dla każdego y ∈ X y ≤ x (w naszym

przykÃladzie brak 1).
Ograniczenia dolne i górne zbioru Y ⊆ X w (X,≤) to, odpowiednio,

element a ∈ X taki, że x ≥ a [x ≤ a] dla wszystkich x ∈ Y . Oznaczmy przez
A(Y ) i B(Y ) zbiór wszystkich ograniczeń górnych i dolnych zbioru Y . Jeśli
w A(Y ) jest element najmniejszy, to nazywamy go kresem górnym zbioru Y i
oznaczamy przez sup Y . Jeśli w B(Y ) jest element najwie

↪
kszy, to nazywamy

go kresem dolnym zbioru Y i oznaczamy przez inf Y . Wprowadzamy wygodne
oznaczenia sup{x, y} = x∨ y i inf{x, y} = x∧ y. W przykÃladzie 1: A(c, d) =
{e, f} i B(c, d) = {a, b}, wie

↪
c c ∨ d = e i c ∧ d = b; ponadto A(d, g) = {f, h}

i A(e, h) = ∅, wie
↪
c ani d ∨ g ani e ∨ h nie istnieje.

Def. Jeśli dla każdej pary x, y różnych elementów zbioru X istnieje kres
dolny i kres górny, to X nazywamy krata

↪
.

Wprowadzone wcześniej posety B(n), P(n) i (N, |) sa
↪
kratami. Wyznaczyć

kresy dowolnej pary ich elementów (ćw.).
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Def. Mówimy, że (X1,≤1) jest izomorficzny z (X2,≤2), gdy istnieje bi-
jekcja f : X1 → X2 taka, że x ≤1 y wgdy f(x) ≤2 f(y).

Narysować wszystkie (parami nieizomorficzne) pie
↪
ć krat o pie

↪
ciu elemen-

tach (ćw.).
PrzykÃlad 6: Krata Younga. Krata

↪
Younga nazywamy poset, którego

elementami sa
↪
wszystkie nierosna

↪
ce nieskończone cia

↪
gi liczb naturalnych i zer

a = (a1 ≥ a2 ≥ . . . ) o skończonej liczbie elementów niezerowych, przy czym

a ≤ b ⇔ ai ≤ bi∀i

Zatem elementy kraty Younga reprezentuja
↪
wszystkie nieuporza

↪
dkowane rozbi-

cia liczb naturalnych (element (0, 0, . . . ) interpretujemy jako puste rozbicie
∅). Narysować fragment diagramu Hassego i podać wzory na kresy.

Odcinkek [x, y] definiujemy jako zbiór {z : x ≤ z ≤ y}. Na przykÃlad
[b, f ] = {b, c, d, e, f}. Poset nazywamy lokalnie skończonym, gdy każdy od-
cinek jest skończony. Na przykÃlad, (R,≤) nie jest, a (N,≤) jest lokalnie
skończony. Również (N, |) jest lokalnie skończony. Np. [1, 10] = {1, 2, 5, 10}.
(Rys.)

Niech ([X]<∞ oznacza rodzine
↪
wszystkich skończonych podzbiorów zbioru

X. (Gdy X jest zbiorem skończonym, to ([X]<∞ = 2X .) Dla każdego X,
poset ([X]<∞,⊆) jest lokalnie skończony.

Iloczynem kartezjaskim posetów (Xi,≤i), i ∈ I, nazywamy poset (
∏

Xi,≤
), gdzie dla x, y ∈ ∏

X, mamy x ≤ y wgdy xi ≤ yi dla wszystkich i ∈ I.
ZaÃlÃlżmy teraz, że wszystkie posety (Xi,≤i) posiadaja

↪
element najmniejszy

0. Dla każdego x ∈ ∏
Xi nich Ix = {i ∈ I : xi 6= 0}. Wtedy ich suma

↪
prosta

↪

nazywamy poset (
⊕

Xi,≤), gdzie
bigoplusXi = {x : |Ix| < ∞}, a x ≤ y wgdy xi ≤ yi dla wszystkich i ∈ I.
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