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Wyktad poswiecony jest wlasno$ciom rodzin podzbioréw skonczonego zbio-
ru. Rozpoczyna go pojecie systemu réznych reprezentantéw wraz ze stynnym
twierdzeniem Halla. Nastepnie omowimy systemy Spernera, podajac klasy-
czne twierdzenie Spernera i jego uogdlnienie (nieréwno$¢ LYM). Na zakoriczenie
przedstawimy twierdzenie Erddsa-Ko-Rado wyznaczajace moc najwiekszej
rodziny parami przecinajacych sie zbioréw.

1 Systemy réznych reprezentantéow

Niech X bedzie zadanym zbiorem. Oznaczmy przez 2% rodzine wszyst-
kich podzbioréw zbioru X. Rodzing zbiorow albo hipergrafem nazywamy
uporzadkowana pare zbioréw (X, F), gdzie F C 2X. Systemem rdinych
reprezentantow (SRR) rodziny (X,F), gdzie F = {A;, Ao, ..., Ay} nazy-
wamy taki cigg m roznych elementow zq,...,x,, ze x € A; dla kazdego
1=1,...,m. Na przyklad, jezeli

A =1{2,4}, Ay=1{1,2,3), Ay =1{2,3,4}, A, ={1,4},

to ciag (2,1,3,4) jest systemem réznych reprezentantéw tej rodziny. Za-
uwazmy przy okazji, ze pytanie z 1. wykladu, czy mozna dopasowaé kandyda-
tow do stanowisk pracy w taki sposob, by kazdy otrzymal prace zgodnie ze
swoimi uprawnieniami, jest pytaniem, czy dla rodziny zbioréw {s,i}, {s, d},
{s,d}, {m,s,c,i}, {b,i} istnieje system réznych reprezentantéw. Odpowiedz
brzmi, ze tak.



7 drugiej strony, na przykiad, rodzina zbioréw
Al = {1’2}7 A2 - {173}a A3 = {174}7

A4 = {17273}7 A5 = {5a 6}7 A6 = {273}7

nie ma systemu réznych reprezentantow. Rzeczywiscie, wystarczy zauwazy¢,
ze cztery zbiory Ay, Ao, Ay 1 Ag maja tacznie tylko trzy rézne elementy.

Ta obserwacja pokazuje, ze aby rodzina F = {A;, As,..., A,} miala
system roznych reprezentantéw, kazda podrodzina rodziny F musi zawieraé
co najmniej tyle elementow, ile zbiorow A; wchodzi w sktad tej podrodziny.
Doktadniej, jesli (x1, xo, . . ., x,,) jest systemem réznych reprezentantéw rodziny
zbioréw {A;, As, ..., An}, to dla kazdego podzbioru indekséw S C [m] za-
chodzi warunek

> = [5].
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Ponizej udowodnimy, ze ten warunek konieczny jest jednoczesnie warunk-
iem dostatecznym, pokazujac tym samym stynne twierdzenie Halla.

Twierdzenie 1 (Hall, 1935) Rodzina F = {Ai, As,..., An} ma system
rdznych reprezentantéw wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S C [m]
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Dowdd:  Aby pokazaé dostatecznosé warunku (1), zastosujemy indukcje
wzgledem m. Dla m = 1, twierdzenie jest prawdziwe. Niech teraz m > 2.
Rozwazmy dwa przypadki.

Najpierw zalézmy, ze dla kazdego S C [m], gdzie S # ) oraz S # [m)]

zachodzi
U4
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Ustalmy element x,, € A,, i niech

A=A \{zn}t, 1=1,2,...,m—1



Wéwezas rodzina {A}, ..., A/ _,} spelnia warunek (1), a wiec, na podstawie
zalozenia indukcyjnego, ma SRR, ktéry po uzupehieniu o z,, jest SRR calej
rodziny F

W drugim przypadku zatézmy, ze istnieje S C [m], S # (), S # [m], dla

ktorego
U
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Oczywiscie, podrodzina F; = {A; : i € S} tez spelia warunek (1) i, na pod-

stawie zalozenia indukcyjnego, ma SRR (z1, ..., zs), gdzie s = |S|. Wéwczas
UAZ =X = {3317...71'3}.
ies

Dlai € [m]\ S, niech A} = A; \ X oraz Fo = {A] :i € [m]\ S}. Wéwczas,
dla kazdego T' C [m]\ S, T # (), mamy
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gdzie ostatnia nieréwnosé¢ wynika z warunku (1) dla zbioru S UT. Zatem
rodzina F, spetnia warunek (1) i ma SRR, ktéry w polaczeniu z (xq,. .., zy)
stanowi SRR rodziny F. [ ]

Twierdzenie Halla jest czasem zwane twierdzeniem o kojarzeniu malzenstw.
Niech A; bedzie zbiorem chlopcow, ktorych zna dziewczyna i,7 = 1,2,...,m.
Woéwecezas twierdzenie Halla stwierdza, ze kazda z m dziewczat moze poslubié¢
chiopca, ktorego zna wtedy i tylko wtedy, gdy kazde k dziewczat zna co na-
jmniej k£ chlopcéw, gdzie k = 1,2,...,m. Stad juz jeden krok do interpretacj
grafowej twierdzenia Halla.

Rozwazmy graf dwudzielny o podziale wierzchotkéw (Vi, Vs). Niech V)
bedzie zbiorem dziewczat a V5 zbiorem chlopcéw. Dwa wierzcholki taczymy
krawedzia jezeli odpowiadajace im dziewczyna i chlopak znaja sie. Przez
skojarzenie nasycajace Vi w grafie dwudzielnym bedziemy rozumieli zbior
ztozony z |V;| krawedzi, ktére nie maja wspdlnych wierzchotkéw.

Oznaczmy przez N (v) zbiér wszystkich sasiadéw wierzchotka v. Wowezas
graf dwudzielny o podziale (Vi,V,) ma skojarzenie nasycajace Vi wtedy i
tylko wtedy gdy rodzina { N (v) : v € V; } ma system réznych reprezentantéw,



co z kolei na mocy twierdzenia Halla zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego S C V;
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Wspomnijmy jeszcze, ze réwnowazna wersja twierdzenia Halla, w jezyku
binarnych macierzy, zostala udowodniona w 1931 roku przez Koniga.

2 Systemy Spernera

Systemem Spernera (SS) podzbioréw zbioru X = [n] nazywamy rodzine
zbiorow, z ktérych zaden nie zawiera sie w drugim. Krétko, jest to antylanicuch
posetu (X, C).

Problem: Wyznaczy¢
a, = max{|F| : ([n], F) jest SS }

Jest to klasyczny problem ekstremalnej teorii zbiorow, ktérej celem jest wyz-
naczanie minimalnej badz maksymalnej mocy rodzin o zadanych wtasnosciach.
Zauwazmy, ze dla kazdego k mamy «,, > (Z), zatem «, > (Ln72 j)

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Spernera, 1928)

e <Ln7;2J>

Dowéd: Niech X = [n]. Pokazemy, ze poset (2%, C) mozna rozbi¢ na (er;? J)
tancuchéw, co na podstawie tw. Dilwortha zakonczy dowod. Zauwazmy, ze
2% = Ul_,[X]" oraz, ze

XL < |IXTH < - < X2 = X2 > > (X > X
Stosujac tw. Halla udowodnimy teraz nastepujacy lemat.

Lemat 1 Dla kazdego v < n/2 istnieje inickcja f, : [X]" — [X|"™! taka,
ze dla kazdego A € [X]|" mamy A C f,.(A). Podobnie, dla kazdego v > n/2
istnieje iniekcja g, ¢ [X]" — [X]"! taka, ze dla kazdego A € [X]" mamy
AD g (A).



Ten lemat pozwala skonstruowac tancuchy L, .. .,C(L n) przez zlepianie
n/2
skojarzen (A, f.(A4)) i (9,(A), A). W przypadku parzystego n, uzupetiamy

je o nieskojarzone elementy ze érodkowego poziomu [X]™? (zréb rysunek). m

Dowdd Lematu 1 w oparciu o tw. Halla:  Niech r < n/2, Vi = [X]", a
Vo = [X]|™™! (przypadek r > n/2 zostawiamy jako zadanie). Graf dwudzielny
(V1, Vo, E), gdzie AB € E wgdy A C B, jest fragmentem diagramu Hassego
posetu (2%, C). Wierzchotki z poziomu r maja stopiefi n — r, a z poziomu
r 4+ 1 — stopienn r + 1. Ustalmy S C Vj. Krawedzi wychodzacych z S jest
doktadnie |S|(n — r). Z drugiej strony, jest ich nie wiecej niz |N(S)|(r + 1),
a wiec warunek Halla jest spelniony. Skojarzenie nasycajace V) wyznacza
iniekcje f;. [ ]

Uogdlnieniem twierdzenia Spernera, ale za to z prostszym dowodem jest
nieréwnosé¢ LY M.

Twierdzenie 3 ( Lubell 1966, Yamamoto 1954, Mieszalkin 1963) Jesli
([n], F), gdzie F = { A4, ..., A}, jest SS, a ar, = |FN[n]*|, k=0,1,....,n, to

m n

a
k<

1 —
i=1 (Ifrlli\) - k=0 (Z)

Dowdd blyskawiczny:  Niech II; bedzie zbiorem tych permutacji zbioru [n],

ktérych poczatkowy segment dlugosci | A4;| sktada sie z elementéw zbioru A;,

1=1,...,m. Poniewaz F jest SS, to zbiory Ily,...,II,, sa parami rozlaczne

i, co za tym idzie, |II;| + ...|IL,| < n!. Ponadto, tatwo obliczy¢, ze |II;| =

| A;|'(n— | A;])!. Dzielac stronami przez n!, otrzymujemy nieréwno$é LYM. B
Poniewaz

to tw. Spernera wynika z nieréwnosci LYM.

3 Rodziny przecinajace sie

Rodzine A C 2% nazywamy przecinajoca sie, gdy dla dowolnych A, B € A
mamy A N B # (). Latwo pokazaé, ze najwieksza rodzina przecinajaca sie
A C 2" ma rozmiar 27! (éwiczenia).



Teraz ograniczymy sie tylko do zbioréw mocy r, to znaczy, do elementéw
rodziny [n]". Cala rodzina [n]" jest przecinajaca sie, gdy r > n/2, a gdy
r =n/2, to z kazdej pary zbioréw dopehiajacych sie A, A trzeba odrzucié
jeden. Zatem, w tym przypadku najwieksza rodzina przecinajaca sie ma moc
%(’:) = (:f:ll) Najciekawszy jest przypadek r < 7.

Niech X = [n]. Dlaz € X, oznaczmy przez [X| rodzine wszystkich ("~])
zbioréw rodziny [X|", ktére zawieraja element x. Oczywiscie, taka rodzina
jest przecinajaca sie, a co wiecej, jest maksymalna (w sensie zawierania) o
tej wlasnosci. Ponizsze, klasyczne twierdzenie pokazuje, ze jest to (jedyna co
do izomorfizmu) najwieksza rodzina przecinajaca sie.

Twierdzenie 4 (Erdés, Ko, Rado, 1961) Niech 2 <r < n/2. Wtedy

(a) kazda przecinajaca sie rodzina A C [X]" ma moc nie wickszq niz ("),

(b) ograniczenie to jest osiagniete tylko przez rodziny postaci [X]7.

Dowdd (Katona, 1972):  Udowodnimy tylko cze$¢ (a). Niech A C [X]"
bedzie przecinajaca sie rodzina zbioréw. Dla dowolnej permutacji cyklicznej
o zbioru X (jest ich (n — 1)!), kazdy zbiér kolejnych elementéw nazywamy
przedziatem. Niech x, bedzie liczba wszystkich zbioréw rodziny A bedacych
przedziatami w permutacji cyklicznej o. Poniewaz A jest przecinajaca sie, to
r, < r. 7 drugiej strony, kazdy zbior mocy r jest przedzialem w doktadnie
rl(n—r)! permutacjach cyklicznych. Stosujac metode dwukrotnego przelicza-
nia, otrzymujemy wiec rownosé

Zl‘o |A|rl(n —r)!,

|

Prosze pokazaé na ¢wiczeniach, ze tw. 4 (obie czesci) wynika z nastepujacej
implikacji: jesli A jest przecinajaca sie i [A| = ("7}), to A = [X]} dla
pewnego x € X.

z ktorej wynika, ze



