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Zasada szufladkowa, zwana też zasada
↪
Dirichleta, a w jez. ang. ,,Pigeon-

hole Principle” może być sformuÃlowana naste
↪
puja

↪
co. Jeśli n + 1 goÃle

↪
bi

przyfrune
↪
Ãlo do n goÃle

↪
bników, to w pewnym goÃle

↪
bniku be

↪
da

↪
przynajmniej

dwa goÃle
↪
bie. Bardziej formalnie ...

Twierdzenie 1 (Zasada szufladkowa) Jeżeli

X = X1 ∪ . . . ∪Xt

oraz |X| ≥ t + 1, to dla pewnego i ∈ {1, . . . , t} zachodzi |Xi| ≥ 2.

PrzykÃlady:

• Maja
↪
c dowolne dwa pudeÃlka (prostopadÃlościany) zawsze możma postawić

jedno na drugim tak, by górne pudeÃlko nie wystawaÃlo poza obre
↪
b dol-

nego.

• Na pÃlaszczyźnie danych jest pie
↪
ć punktów o wspóÃlrze

↪
dnych caÃlkowitych.

Uzasadnić, że środek jednego z odcinków Ãla
↪
cza

↪
cych te punkty jest

również punktem o wspóÃlrze
↪
dnych caÃlkowitych.

• W każdym grafie istnieja
↪
2 wierzchoÃlki o tym samym stopniu

Jest zadziwiaja
↪
ce, że dzie

↪
ki tak prostemu aparatowi matematycznemu

można wykazać prawdziwość niebanalnych faktów. Jako pierwsze zastosowanie
tej metody, przedstawimy dowód twierdzenia Erdősa-Szekeresa dotycza

↪
cego

monotonicznych podcia
↪
gów liczb rzeczywistych. Mówimy, że cia

↪
g liczb rzeczy-
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wistych x1, x2, . . . , xn jest monotonicznie rosna
↪
cy, jeżeli x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn,

monotonicznie maleja
↪
cy, jeżeli x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xn i monotoniczny, jeżeli jest

monotonicznie rosna
↪
cy lub maleja

↪
cy.

Twierdzenie 2 (Erdős, Szekeres, 1935) Niech a, b be
↪
da

↪
liczbami natu-

ralnymi, n = ab + 1 i niech x1, x2, . . . , xn be
↪
dzie dowolnym cia

↪
giem n liczb

rzeczywistych. Wówczas cia
↪
g ten zawiera monotonicznie rosna

↪
cy (maleja

↪
cy)

podcia
↪
g zÃlożony z a + 1 elementów albo monotonicznie maleja

↪
cy (rosna

↪
cy)

podcia
↪
g zÃlożony z b + 1 elementów.

Dowód: Każedmu elementowi xi zadanego cia
↪
gu n liczb rzeczywistych

przyporza
↪
dkujmy uporza

↪
dkowana

↪
pare

↪
(l−i , l+i ), gdzie l−i jest dÃlugościa

↪
naj-

dÃluższego monotonicznie maleja
↪
cego podcia

↪
gu o pocza

↪
tku w xi, a l+i jest

dÃlugościa
↪
najdÃluższego monotonicznie rosna

↪
cego podcia

↪
gu o pocza

↪
tku w xi.

ZaÃlóżmy nie wprost, że każdy podcia
↪
g monotonicznie maleja

↪
cy ma dÃlugość

≤ a i każdy podcia
↪
g monotonicznie rosna

↪
cy ma dÃlugość ≤ b. Zdefiniujmy

funkcje
↪

f : {1, 2, . . . , ab + 1} → {1, 2, . . . , a} × {1, 2, . . . , b}
w taki sposób, że

f(i) = (l−i , l+i ), i = 1, 2, . . . , ab + 1

Funkcja f dziaÃla ze zbioru mocy n w zbiór mocy co najwyżej ab = n − 1.
Zatem na podstaeie zasady szufladkowej istnieja

↪
i < j takie, że f(i) = f(j).

Jest to jednak niemożliwe. Jeżeli xi ≤ xj, to mamy l+i > l+j , a w przypadku,
gdy xi ≥ xj, to l−i > l−j .

Twierdzenie Erdősa-Szekeresa jest ,,najlepsze z możliwych” w tym sensie,
że przestaje być prawdziwe, gdy wartość n zmniejszymy z ab + 1 do ab.
Zauważmy bowiem, że naste

↪
puja

↪
cy cia

↪
g zÃlożony z ab liczb caÃlkowitych nie

zawiera ani monotonicznego rosna
↪
cego podcia

↪
gu zÃlożonego z a + 1 wyrazów

ani monotonicznego maleja
↪
cego podcia

↪
gu zÃlożonego z b + 1 wyrazów:

ba + 1, ba + 2, . . . , ba + a

(b− 1)a + 1, (b− 1)a + 2, . . . , (b− 1)a + a, . . .

. . . 2a + 1, 2a + 2, . . . , 2a + a

a + 1, a + 2, . . . , a + a
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Uwaga 1 Czasem zasada szufladkowa jest formuÃlowana w formie swojej
transpozycji jako zasada iniekcji.

Twierdzenie 3 (Zasada iniekcji) Jeśli f : D → R jest różnowartościowa,
to |D| ≤ |R|.

Zauważmy, że transpozycja powyższej zasady brzmi: jeśli |D| > |R|, to
dla każdej funkcji f : D → R istnieja

↪
x, y ∈ D takie, że f(x) = f(y).

Interpretuja
↪
c R jako zbiór t szufladek, D – zbiór rozmieszczanych elementów,

a f jako rozmieszczenie (przeciwobrazy f wyznaczaja
↪
podziaÃl D), otrzymu-

jemy zasade
↪
szufladkowa

↪
. W powyższym dowodzie zasada iniekcji wydaje sie

↪

nawet bardziej na miejscu, ale, oczywíscie oba podej́scia sa
↪
równoważne.

Naturalnym uogólnieniem zasady szufladkowej jest tak zwana zasada po-
dziaÃlowa, która stwierdza, że jeżeli zbiór o dostatecznie dużej liczbie elementów
podzielimy na pewna

↪
liczbe

↪
cze

↪
ści, to któraś z nich be

↪
dzie zawieraÃla odpowied-

nio dużo elementów.

Twierdzenie 4 (Zasada podziaÃlowa) Niech m1, . . . , mt be
↪
dzie cia

↪
giem liczb

naturalnych. Jeżeli
X = X1 ∪ . . . ∪Xt

oraz

|X| ≥
(

t∑
i=1

mi

)
− t + 1

to dla pewnego i ∈ {1, . . . , t} zachodzi |Xi| ≥ mi.

Podamy teraz dwa przykÃlady zastosowań zasady podziaÃlowej.

Twierdzenie 5 (Przyje
↪
cie na sześć osób, czyli tw. Ramseya dla par i trójka

↪
ta)

Wśród dowolnych sześciu osób zawsze sa
↪
trzy, które znaja

↪
sie

↪
nawzajem LUB

trzy, które nie znaja
↪
sie

↪
nawzajem.

Dowód: Ustalmy jedna
↪
osobe

↪
, powiedzmy A. Na podstawie zasady podziaÃlowej

z t = 2, m1 = m2 = 3, A zna co najmniej 3 lub nie zna co najmniej 3 osób
wśród pozostaÃlych...

W oparciu o zasade
↪
podziaÃlowa

↪
można podać (troche

↪
) inny dowód Tw.

Erdősa i Szekeresa. Drugi dowód tw. Erdősa i Szekeresa: Przy zaÃlożeniu,
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że nie ma podcia
↪
gu rosna

↪
cego mocy wie

↪
kszej niż a, rozważmy funkcje

↪
g :

[n] → [a] określona
↪
wzorem g(i) = l+i . Stosuja

↪
c zasade

↪
podziaÃlowa

↪
z t = a i

mi = b+1, i = 1, . . . , a, wnioskujemy, że pewne b+1 liczb xi1 , . . . , xib+1
, i1 <

. . . ib+1, ma te
↪
sama

↪
wartość parametru l+i . Gdyby dla pewnych j < l, byÃlo

xij ≤ xil , to l+ij > a – sprzeczność. Zatem xi1 > · · · > xib+1
i otrzymujemy

podcia
↪
g maleja

↪
cy mocy b + 1.

Zasada szufladkowa i jej uogólnienie, zasada podziaÃlowa, sa
↪
szczególnymi

przypadkami dość oczywistej zasady średniej.

Twierdzenie 6 (Zasada średniej) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, ..., at

istnieja
↪
takie i, j, że

ai ≤ 1

t
(a1 + ... + at) ≤ aj .

Na przykÃlad, jest niemożliwe, by wszyscy zarabiali powyżej średniej lub by
wszyscy spożywali mniej alkoholu niż ,,́srednia krajowa na gÃlowe

↪
mieszkańca”.

W szczególności, jeżeli

X = X1 ∪ . . . ∪Xt,

to

1. dla pewnego i ∈ {1, . . . , t} zachodzi |Xi| ≥ d |X|
t
e;

2. jeśli natomiast dodatkowo zaÃlożyć, że wszystkie zbiory Xi sa
↪
parami

rozÃla
↪
czne, to dla pewnego i ∈ {1, . . . , t} zachodzi |Xi| ≤ b |X|

t
c.

Można pokazać, że implikacja (1) jest równoważna zasadzie podziaÃlowej
(Ćwiczenie!).

Ta forma zasady podziaÃlowej jest cze
↪
sto stosowana Ãlacznie z metoda

↪

dwukrotnego przeliczania, która teraz zilustrujemy bardzo ważnym (histo-
rycznie).

Ścieżki hamiltonowskie w turniejach. Turniej to zorientowany graf
peÃlny. Przez ścieżke w turnieju rozumiemy ścieżke

↪
skierowana

↪
. Ścieżka

hamiltonowska, to ścieżka przechodza
↪
ca przez wszystkie wierzchoÃlki turnieju.

Każdy turniej posiada co najmniej jedna
↪

ścieżke
↪

hamiltonowska
↪
. Teraz

pokażemy, że sa
↪
turnieje, które maja

↪
ich wiele.

Twierdzenie 7 (Tw. Szele, 1943) Dla każdego naturalnego n, istnieje tur-
niej na n wierzchoÃlkach posiadaja

↪
cy co najmniej n!2−n+1 ścieżek Hamiltona.
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Dowód: Niech Tn be
↪
dzie zbiorem wszystkich turniejów na zbiorze wierz-

choÃlków [n]. Zauważmy, że |Tn| = 2(n
2). Dla każdego T ∈ Tn, niech xT oz-

nacza liczbe
↪
ścieżek Hamiltona zawartych w T . Naszym celem jest pokazanie,

że średnia 2−(n
2)

∑
T xT jest równa n!2−n+1. Jest to fakt znacznie mocniejszy

od tezy twierdzenia, która wynika z niego natychmiast na podstawie zasady
średniej.

Suma
∑

T xT przelicza uporza
↪
dkowane pary (T, π), gdzie T ∈ Tn a π

jest ścieżka
↪

Hamiltona w T . Teraz wprawimy w ruch technike
↪

dwukrot-
nego przeliczania. Ścieżka Hamiltona jest jednoznacznie określona przez po-
danie permutacji wierzchoÃlków. Te same pary (T, π) można wie

↪
c przeliczyć

sumuja
↪
c po wszystkich n! permutacjach π liczby yπ zliczaja

↪
ce wszystkie

turnieje T zawieraja
↪
ce dana

↪
ścieżke

↪
π. Nietrudno zauważyć, że yπ = 2(n

2)−n+1

dla każdej permutacji π. Ostatecznie,

∑
T

xT =
∑

π

yπ = n!2(n
2)−n+1,

co należaÃlo dowieść.
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