KOMBINATORYKA - 10
(zasada szufladkowa)

1. Ze zbioru {1,2,...,2n} wybieramy n + 1 liczb. Udowodnij, ze zawsze wéréd wybranych znajdziemy
a) dwie wzglednie pierwsze.
b) dwie o sumie 2n + 1.
¢) trzy (niekonieczne rézne) a,b, ¢, dla ktérych a + b = c.

We wszystkich przypadkach sprawdz, czy twierdzenie zachodzi, jesli wybieramy n liczb.

2. Pokaz, ze wéréd 10 punktéw rzuconych na tréjkat réwnoboczny o boku 1 znajdziemy dwa w odleglosci
nie wickszej niz 1/3.

3. Wykaz, ze dla dowolnego naturalnego n istnieje liczba a zlozona tylko z jedynek i zer, ktéra jest podzielna
przez n.

4. Uzasadnij, ze dla dowolnego 10-elementowego zbioru M C {1,...,106} istnieja rozlaczne, niepuste
podzbiory A, B C M o takiej samej sumie elementow.

5. Macierz 5 x 65 wypeliono wyrazami ze zbioru {—1,1}. Udowodnij, ze zawsze znajdziemy
a) 3 identyczne kolumny.
b) 3 wiersze i 3 kolumny, na ktérych przecieciach wszystkie wyrazy sa takie same.

6. Mamy dwa koncentryczne dyski, kazdy podzielony na 200 sektoréw pomalowanych dwoma kolorami. Na
zewnetrznym dysku liczba sektorow kazdego koloru jest taka sama. Pokazaé¢, ze mozna tak natozyc dyski na
siebie, by uzyskaé¢ co najmniej 50% zgodnosci koloréw.

7. Ze zbioru {1,2,...,2n} wybieramy n + 1 liczb. Udowodnij, ze zawsze wsréd wybranych znajdziemy
a) dwie rézne, ktérych réznica dzieli sie przez n.
b) trzy (niekonieczne rézne) a,b, ¢, dla ktérych a = b — c.
¢)* dwie rézne, z ktérych jedna dzieli druga.

8. Wewnatrz kwadratu o boku 1 umieszczono 51 punktéw. Uzasadnij, ze znajdziemy wérod nich trzy rézne,
ktére leza w kole o promieniu 1/7.

9. Kazdy punkt okregu malujemy na bialo lub czarno. Czy zawsze znajdziemy trzy punkty w jednym z
koloréw, ktore sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego ? A trzy w jednym z koloréw, ktore sg wierzchotkami
trojkata réwnoramiennego ?

10. n studentéw zdawalo 6 egzaminéw (z réznych przedmiotéw). Mozliwe oceny to 3,4,5. ZnajdZ najmniejsze
n, dla ktérego mozemy mie¢ pewnosé, ze przynajmniej 10 studentéow zaliczylo egzaminy z takim samym
wynikiem (tzn. kazdy dostal ten sam multizbiér ocen). Prosze nie zapomnieé¢ o uzasadnieniu, ze mniejszego
n przyja¢ nie mozna.

11. W ciemnej szufladzie jest s sztuécéw. Jakie jest najmniejsze n, dla ktorego mozemy mieé¢ pewnosé, ze w
szufladzie znajdziemy przynajmniej 7 tyzek, lub przynajmniej 10 nozy, lub przynajmniej 5 widelcéw ? Prosze
nie zapomnie¢ o uzasadnieniu, ze mniejszego s przyjac nie mozna.

12*. Macierz 5 x 41 wypelniono wyrazami ze zbioru {—1,1}. Udowodnij, ze zawsze znajdziemy 3 wiersze i
3 kolumny, na ktérych przecieciach wszystkie wyrazy sa takie same.

13. Niech A bedzie pewna rodzina 100-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,1000}. Wykorzystujac
technike podwdjnego przeliczania pokaz, ze jezeli kazda liczba k € {1,2,...,1000} nalezy do przynajmniej 10
zbioréw z A, to w A jest co najmniej 100 zbioréw.

14. 17 zawodnikéw wzielo udzial w turnieju, w ktérym kazdy gra z kazdym (raz), a mecze odbywaly sie

w 3 réznych miastach. Udowodnij, ze zawsze znajdziemy 3 zawodnikéw, ktorzy rozegrali wszystkie 3 mecze
miedzy soba w tym samym miescie.



