
KOMBINATORYKA – 4
(równania rekurencyjne i funkcje tworza

↪
ce)

1. Na ile sposobów można wcia
↪
gna

↪́
c na n-metrowy maszt flagi trzech kolorów, jeśli flagi czerwone maja

↪

szerokość dwóch metrów a pozostaÃle jednego metra ?

2. Znajdź liczbe↪ n-elementowych cia
↪
gów ternarnych (tzn. o elementach ze zbioru {0, 1, 2}), w których liczba

zer jest parzysta.

3. Wyznacz w postaci rekurencyjnej liczbe↪ cia
↪
gów ternarnych (tzn. cia

↪
gów zÃlożonych z cyfr 0, 1, 2 ) dÃlugości

n, w których
a) żadne dwie dwójki nie stoja

↪
obok siebie.

b)∗ żadne dwie jedynki ani żadne dwie dwójki nie stoja
↪
obok siebie.

4. Przyjmijmy oznaczenie [n] = {1, 2, . . . , n}. Ile jest uporza
↪
dkowanych par zbiorów (A1, A2) takich, że

A1 ∪A2 = [n], jeżeli zakÃladamy, że
a) zbiory sa

↪
rozÃla

↪
czne ?

b) zbiory nie musza
↪
być rozÃla

↪
czne ?

Chodzi o rozwia
↪
zanie rekurencyjne.

5. Ile jest nieuporza
↪
dkowanych par zbiorów {A1, A2} takich, że A1 ∪A2 = [n], jeżeli zakÃladamy, że

a) zbiory A1, A2 sa
↪
rozÃla

↪
czne ?

b) zbiory A1, A2 nie musza
↪
być rozÃla

↪
czne ?

Chodzi o rozwia
↪
zanie rekurencyjne. Jak zmieni sie↪ rozwia

↪
zanie, jeśli zaÃlożymy, że zbiory A1, A2 sa

↪
niepuste ?

6. Mamy gruby kra
↪
żek sera i wykonujemy n (n > 0) cie↪ć (różnym cie↪ciom odpowiadaja różne pÃlaszczyzny w

przestrzeni) Chcemy otrzymać w ten sposób jak najwie↪cej kawaÃlków sera.
a) Na ile maksymalnie kawaÃlków rozpadnie sie↪ ser przy 4 cie↪ciach ?
b) Wyznacz Pn – maksymalna

↪
liczbe↪ kawaÃlków sera, powstaja

↪
cych po n cie↪ciach.

7. Metoda
↪
równań charakterystycznych rozwia

↪
zać rekurencje:

a) a0 = −1, a1 = 1, an = 3an−2 + 2an−1 dla n > 2;

b) a1 = 1, a2 = 3, an+1 = 1
4an−1 − an dla n > 2.

8. W pewnej populacji królików każda para zdolna do rozrodu rodzi co miesia
↪
c trzy pary. W chwili ,,zero”

jest jedna nowonarodzona para. ZakÃladaja
↪
c, że króliki sa

↪
zdolne do rozmnażania po dwóch miesia

↪
cach od

narodzin, podaj w postaci rekurencyjnej liczbe↪ par królików po n miesia
↪
cach.

9. Na ile sposobów można wypeÃlnić prostoka
↪
t o wymiarach a) 2×m, b)∗ 3×m, kostkami o wymiarach 2 na

1 ? Prosze↪ podać rekurencje↪, a potem ja
↪
rozwia

↪
zać.

10. Dana jest pewna liczba k > 2. Znajdź liczbe↪ obszarów an, na jakie dzieli pÃlaszczyzne↪ n prostych, z
których k jest równolegÃlych, a pozostaÃle przecinaja

↪
wszystkie proste. ZakÃladamy, że żadne trzy proste nie

przechodza
↪
przez jeden punkt. Prosze↪ podać rekurencje↪ ze wzgle↪du na n, zakÃladaja

↪
c, że k jest ustalone.

11. Podwójna wieża Hanoi skÃlada sie↪ z 2n kra
↪
żków, po dwa kra

↪
żki w każdym z n rozmiarów. Zasady

przenoszenia takie jak na wykÃladzie: mamy trzy pre↪ty, nie można poÃlożyć wie↪kszego kra
↪
żka na mniejszy. Ile

ruchów trzeba co najmniej wykonać, by przenieść wieże↪ z jednego pre↪ta na drugi ?

12. Dany jest pewien cia
↪
g (an)∞n=0. Podaj wzór jawny na an, jeżeli zwykÃla funkcja tworza

↪
ca cia

↪
gu (an) ma

postać:

(1) f(x) =
∑∞

i=1(−x/3)i+1

(2) g(x) = 2x
1−x + 1

1+x + 2
5+x

(3) f(x) = 1
1−x−x2

(4) s(x) =
∑∞

j=0(3x)j
∑∞

k=1 xk/k

13. Metoda
↪
funkcji tworza

↪
cych rozwia

↪
ż rekurencje↪

a1 = −2, an = 5an−1 − 1, n > 2.

14. 3 Metoda
↪
funkcji tworza

↪
cych wyznacz Dn, jeżeli

Dn = nDn−1 + 2n , n > 2, D1 = 1.
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15. Dany jest pewien cia
↪
g (an)∞n=0. Podaj wzór jawny na an, jeżeli wykÃladnicza funkcja tworza

↪
ca cia

↪
gu (an)

ma postać:

(1) f(x) =
∑100

n=0 nxn+2

(2) h(x) = (2x− 3x2)2

(3) h(x) =
∑∞

i=0
(−x/3)i+1

i!
(4) f(x) = 1

3−x
(5) g(x) = x

1+x2

(6) g(x) = 1
2+3x

(7) f(x) = x2e−2x

(8) g(x) = x
∑∞

i=0(4x)i + x2
∑∞

k=0

(
k+2
2

)
xk

16. Korzystaja
↪
c z funkcji tworza

↪
cych, znajdź wzór jawny na an, jeśli

a0 = 0, a1 = 3, an+1 =
1
4
an−1 − an dla n > 1.

17. Metoda
↪
funkcji tworza

↪
cych wyznacz bn, jeżeli bn = 3nbn−1 dla n > 1 i b0 = 2.

18. Metoda
↪
funkcji tw. rozwia

↪
ż rekurencje↪
an = an−2 − 3an−1 + 4n − 1 , a0 = 1, a1 = 0.

19. Znajdź równanie rekurencyjne dla an – liczby sposobów poÃla
↪
czeń w pary wierzchoÃlków wypukÃlego

2n-ka
↪
ta za pomoca

↪
nie przecinaja

↪
cych sie↪ odcinków (boki, przeka

↪
tne). Naste↪pnie korzystaja

↪
c z rozwia

↪
zania

przykÃladu z wykÃladu, o nawiasach ustalaja
↪
cych kolejność mnożenia, znajdź wzór jawny na an.

20. Zad. 5.6 z podre↪cznika

21. Zad. 5.7 z podre↪cznika


