KOMBINATORYKA -4
(réwnania rekurencyjne i funkcje tworzace)

1. Na ile sposobéw mozna wciagnaé na n-metrowy maszt flagi trzech koloréw, jesli flagi czerwone maja
szeroko$¢ dwéch metréw a pozostale jednego metra ?

2. Znajdz liczbe n-elementowych ciagéw ternarnych (tzn. o elementach ze zbioru {0,1,2}), w ktérych liczba
zer jest parzysta.

3. Wyznacz w postaci rekurencyjnej liczbe ciagdéw ternarnych (tzn. ciagéw zlozonych z cyfr 0, 1,2 ) dlugosci
n, w ktérych

a) zadne dwie dwdjki nie stoja obok siebie.

b)* zadne dwie jedynki ani zadne dwie dwdjki nie stoja obok siebie.

4. Przyjmijmy oznaczenie [n] = {1,2,...,n}. Ile jest uporzadkowanych par zbioréw (Aj, As) takich, ze
A1 U Ag = [n], jezeli zakladamy, ze

a) zbiory sa rozlaczne ?

b) zbiory nie musza by¢ roztaczne ?
Chodzi o rozwiazanie rekurencyjne.

5. Ile jest nieuporzadkowanych par zbioréw {A;, Ao} takich, ze Ay U Ay = [n], jezeli zakladamy, ze
a) zbiory Ay, Ay sa rozlaczne ?
b) zbiory A, A2 nie musza by¢ roztaczne ?
Chodzi o rozwiazanie rekurencyjne. Jak zmieni sie rozwiazanie, jesli zalozymy, ze zbiory Ai, Ao sa niepuste ?

6. Mamy gruby krazek sera i wykonujemy n (n > 0) cie¢ (réznym cieciom odpowiadaja rézne plaszczyzny w
przestrzeni) Chcemy otrzymaé¢ w ten sposéb jak najwiecej kawatkéw sera.

a) Na ile maksymalnie kawatkéw rozpadnie sie ser przy 4 cieciach ?

b) Wyznacz P, — maksymalng liczbe kawatkéw sera, powstajacych po n cieciach.

7. Metoda rownan charakterystycznych rozwiagzaé¢ rekurencje:
a) ag = —1,a1 =1, ap, = 3ap—2 + 2a,—1 dlan >2;
b) a1 =1,a2 =3, apt1 = iarhl —a, dlan > 2.
8. W pewnej populacji krélikow kazda para zdolna do rozrodu rodzi co miesiac trzy pary. W chwili ,,zero”

jest jedna nowonarodzona para. Zaktadajac, ze kréliki sa zdolne do rozmnazania po dwdch miesiacach od
narodzin, podaj w postaci rekurencyjnej liczbe par krélikow po n miesiacach.

9. Na ile sposobéw mozna wypehié prostokat o wymiarach a) 2 x m, b)* 3 x m, kostkami o wymiarach 2 na
17?7 Prosze podaé¢ rekurencje, a potem ja rozwigzac.

10. Dana jest pewna liczba k& > 2. Znajdz liczbe obszaréw a,, na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, z
ktérych k jest rownolegltych, a pozostale przecinaja wszystkie proste. Zakladamy, ze zadne trzy proste nie
przechodza przez jeden punkt. Prosze podaé¢ rekurencje ze wzgledu na n, zakladajac, ze k jest ustalone.

11. Podwdéjna wieza Hanoi sklada sie z 2n krazkéw, po dwa krazki w kazdym z n rozmiaréw. Zasady
przenoszenia takie jak na wyktadzie: mamy trzy prety, nie mozna potozyé wiekszego krazka na mniejszy. Ile
ruchow trzeba co najmniej wykonaé, by przeniesé¢ wieze z jednego preta na drugi?

12. Dany jest pewien ciag (a,),. Podaj wzér jawny na ay, jezeli zwykla funkcja tworzaca ciagu (a,) ma
postac:

(1) fl@) =332 (—x/3)"

(2) 9(2) =25 + 5 + 555

(3) f(l') - 1_;_3;2 ‘

(4) s(z) = 3272 (32)? 302, =t /k

13. Metoda funkcji tworzacych rozwiaz rekurencje

WV
)

a1 =-2, a,=5a,-1—1, n

14. 3 Metoda funkcji tworzacych wyznacz D,,, jezeli

Dn:nDn,1+2", n>=2 D=1
1



2

15. Dany jest pewien ciag (an)o>,. Podaj wzér jawny na ay, jezeli wykladnicza funkcja tworzaca ciagu (ay,)
ma postac:

(1) fz) =35 nant?
(2) h(z)= (2$ — 32%)?

(3) hiz)= &
4) f(z)=

(5) g(z)= 1+m2

(6) g(x)= 43z 335

E7) f(x) = 2%e™ %

k+2
8) g(x) =X i2(@x) + 2% 152, (V572"
16. Korzystajac z funkcji tworzacych, znajdz wzér jawny na a,, jesli

1
ap=0,a1 =3, any1 = Za”_l —a, dlan > 1.

17. Metoda funkcji tworzacych wyznacz b, jezeli b, = 3nb,_1 dlan > 11 by = 2.
18. Metoda funkcji tw. rozwiaz rekurencje

p =apn_o9—3ap_1+4" -1, ag=1,a1 =0.

19. Znajdz réwnanie rekurencyjne dla a, — liczby sposobdéw polaczenn w pary wierzchotkéw wypuklego
2n-kata za pomoca nie przecinajacych sie odcinkéw (boki, przekatne). Nastepnie korzystajac z rozwiazania
przykladu z wykladu, o nawiasach ustalajacych kolejnos¢ mnozenia, znajdz wzér jawny na a,,.

20. Zad. 5.6 z podrecznika
21. Zad. 5.7 z podrecznika



