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Wyktad 11: Martyngaty: definicja, twierdzenia o zbieznosci

Wyktadowca: Andrzej Ruciniski Pisarz: Mirostawa Janczak

1 Wstep

Do tej pory zajmowaliSmy sie ciaggami zmiennych losowych (X,) o pewnej strukturze za-
leznosci. Ciag zmiennych losowych niezaleznych stanowi tu szczegdlny przypadek. Badal-
iSmy pewne wtasnosci tanicuchow Markowa, tj. takich ciggéw zmiennych losowych, dla
ktorych kolejny wyraz zalezal wytacznie od poprzedniego (tzw. wlasnos¢ zaniku pamieci).
Kolejny wyktad ma na celu przestawienie nowej struktury zaleznosci dla ciagdéw zmiennych
losowych, jaka okreélaja martyngaty.

Pierwsza cze$¢ wyktadu poswiecona jest przypomnieniu wiadomosci na temat warunk-
owej wartosci oczekiwanej. Zawiera ona definicje oraz kilka podstawowych twierdzeri. W
kolejnej czedci wprowadzone zostaje pojecie martyngatu. Przedstawiono tu réwniez kilka
przyktadéw. Ostatnia, trzecia czesé wyktadu dotyczy twierdzen o zbieznosci martyngalow.

2  Warunkowa wartos$é¢ oczekiwana

2.1 Przypadek jednowymiarowy

Rozwazania dotyczace warunkowej wartosci oczekiwanej ograniczone zostanag do zmiennych
losowych dyskretnych.

Definicja 1. Warunkowqg wartosciq oczekiwang zmiennej losowej Y pod warunkiem X = x
nazywamy liczbe ¥ (x) okreslong nastepujaco: P(z) = E(Y|X =x) = Zy yP(Y =y|X =x)

Zauwazmy, ze (X)) jest pewna funkcja zmiennej losowej X. Zatem (X)) jest rowniez
zmienng losowa. Oznaczamy ja ¥(X) = E(Y|X). Wartosé¢ oczekiwana tak okreslonej zmi-
ennej losowej jest rowna FE(Y).

Twierdzenie 1. E(¢(X)) = E(Y)
Dowad.

E@(X)) = v(@)px(x) =YY ypyix(yle)px(z) =
=D ypxy(@y) = y> pxy(z,y)=> ypy(y) = EY).
T Y Yy T Yy

Powyzsze twierdzenie mozna uogdélnié:
Twierdzenie 2. E((X)g(X)) = E(Yg(X))

Dowdd tego faktu przebiega analogicznie.
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2.2 Przypadek wielowymiarowy
Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy zmienna losowa X jest postaci X = (X1, Xo, ..., X,).

Lemat 1. Zachodzg nastepujgce wtasnosci:

a) E(Y1 + Y2|X) = E(Y1|1X) + E(Y2]|X),

b) E(Yg(X)) = g(X)E(Y[X),

c) Jesli h jest funkcjg réznowartosciowq, to E(Y |h(X)) = E(Y|X).

Lemat 2. (Wlasnos¢ wiezowa.)
E[E(Y|X1,X2)|X1] = E(Y|X4).

Zdefiniujemy teraz warunkowa wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej Y wzgledem zdarzenia

A.

Definicja 2. Niech (Q,F,P) bedzie przestrzeniq probabilistyczna, na ktorej okreslone sq
zmienne losowe X orazY. Warunkowq warto$cig oczekiwang zmiennej losowej Y wzgledem
zdarzenia A € F nazywamy liczbe

E(Y|A) = ZyP =y|A),

gdzie P(Y = y|A) =P(Y = y{X(w) : w € A}).

Mamy

E(Y|A) gd A

E(Y]A) gdy w ¢ A.
Zatem E(Y'|I4) jest zmienna losowa dwupunktowa.
Ponadto zachodzi zaleznosé:

E(Ip|A) = P(B|A).

Lemat 3. Niech A bedzie zdarzeniem oraz niech A = J!'_ By, gdzie B; € F sq zdarzeniami
parami roztgeznymi. Wowczas

E(Y|A)P ZE Y|B;)P(B;).
W szczegdlnosci, gdy A = Q dostajemy uogélnienie wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite:
n
— " E(Y|B)P(B,).
i=1

Podstawiajac w powyzszym wzorze Y = I otrzymujemy znany wzor:

P(C) = E(Ic) =Y E(Ic|B;)P(B;) = > P(C|B;)P(B;)
=1 =1
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Dowdd. Z czesci b) lematu (1) dostajemy:
E(YI14) = E(Y|A)P(A).
Mamy zatem

E(YI4) =EY Z Ip,) = Z E(YIg) = Z E(Y|B)P(B;).

O

Definicja 3. Niech (2, F,P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng, G C F pod o-ciatem o-
ciata F. Niech ponadto Y : Q — R bedzie zmienng losowq takq, ze EY? < co. G mierzalng
zmienng losowq Z nazywamy warunkowq wartosciqg oczekiwang wzgledem G, jezeli

E((Y - Z)Ig) = 0
dla kazdego G € G. Oznaczamy jo Z = E(Y|G).

3 Martyngaly, definicja i przyklady
W tej czesci wykladu wprowadzona zostanie definicja martyngalu oraz podanych bedzie
kilka przyktadow.

Definicja 4. Cigg (Sy,) zmiennych losowych (skoriczony lub nie) jest martyngatem wzgledem
ciggu (X)), jezeli

a) E|S,| < oo,

b) E(Sp+1]X1, X2,..., Xpn) = Sn.

Martyngat okresla zatem tzw. gre sprawiedliwg w takim sensie, ze Srednia wygrana w
chwili n + 1, gdy znany jest przebieg gry do chwili n, jest réwna Sy, czyli tacznej wygranej
w chwili n.

Czesto definiuje sie S, = X, lub okresla sie S,, jako pewna funkcja X, tj. S, = ¢(X,)
(z definicji natomiast mamy S, = ¢(X1, X2, ..., Xn).

Przyktad 1. Niech X1, Xo,... beda zmiennymi losowymi niezaleznymi takimi, ze E(X;) =
0 oraz E|X;| < co. Zdefiniugmy

Sp=X1+Xo+ -+ X,
Zachodzi zaleznosé
E(Spit| X1, Xo, -+ Xp) = E(SnlX1, Xo, -+ s X)) E (X1 | X1, Xoy oo, Xn) = Snt E(Xps1) = Sn.
(Sn) jest zatem martyngatem wzgledem ciggu (X,,).

Przyktad 2. Do warunkéw z poprzedniego przyktadu dodajmy Var(X;) < oo. Niech T, =
S2. Mamy

E(Thi1]| X1, X2, ..o, Xn) = Ty + 2E(Xn41) B(Sn| X1, Xoy ..., X)) + B(X2 1) > T
T, nie jest zatem martyngatem wzgledem ciggu (X,,). Gdy spetniony jest taki rodzaj za-

leznosci, mowimy, ze T,, jest supermartyngatem wzgledem ciggu (Xy).
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Przyktad 3. Rozwazmy prosty spacer losowy, dla ktérego P(X,, = 1) = p, P(X,, = —1) = q.
Niech

n

So =0 oraz S, = ZXi'

i=1
Sprawdzmy, czy Sy jest martyngatem wzgledem X,,. Mamy |S,| < n. Sted E|S,| < oo.
Ponadto

E(Sn_f_l‘Xl, XQ, .. 7Xn) = Sn +p—q.

Zatem Sy, nie jest martyngatem. Zdefiniujmy ciag (Yy) nastepujaco:
Y, =5,—E(S,) =S, —n(p—q).
Wtedy E|Y,| < oo oraz
E(Yn|X1, Xo, oo, Xn) =S +p—q—(n+1)(p—q) =S —nlp—q) =Ya,
czyli (Yy,) jest martyngatem wzgledem ciggu (X,,).

Przyktad 4. Rozwazmy pewng gre. Niech Sy oznacza kapitat poczgtkowy, Sy, kapitat po n
grach. Gra jest sprawiedliwa w potocznym sensie, gdy

E(Snt11S0,51, -, Sn) = S,

czyli ciqg (Sp) jest martyngatem wzgledem samego siebie. Zatdzmy, zZe gracz stosuje strate-
gie podwajania stawki po kazdej przegranej. Gra natomiast do czasu uzyskania pierwszego
sukcesu. Z prawdopodobienistwem rownym 1 strategia ta przynosi sukces, tzn. gracz zyskuje
doktadnie 1. Zastanowimy sie teraz jaki powinien byé kapital poczgtkowy gracza, aby odnidst
on sukces z prawdopodobieristwem 1. Niech L bedzie zmienng losowqg okreslajgcq tgczng
przegrang do momentu pierwszej wygranej, N natomiast niech oznacza liczbe odbytych gier.
N jest zmienng losowq o rozktadzie geometrycznym z parametrem 1/2 (Wtedy E(n) = 2.)
Mamy:
E(L) = E(E(L|N Y 171_1112 "2 =
0 =BEEN) =3 (5) G022 =

Zatem, aby wygraé z prawdopodobienstwem réownym jeden malezy przyj$é z nieskoriczenie
wielkim kapitatem poczqgtkowym. Strategia podwajania stawki okresla historycznie pierwszy
martyngat.

Przyktad 5. Okreslimy teraz dwa martyngaty na bazie procesu gatgzkowego, gdzie Zg = 1
oznacza pierwszego przodka oraz Zy, dlan > 1 sq liczebnosciami kolejnych pokolen.
a) Mamy

E(Zn+1|Zn = Zn) = Zn K,

gdzie p = E(Zp). Stad
E(Zn+1|Z1’ Loy Zn) = E<Zn+1|Zn) = pZn.
Ponadto E(Z,) = pu". Zdefiniugmy
Z
W, = —Z
1
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Wowczas

E(WTL—FI‘ZLZQ,...,Z”) = =W,

i (W) jest martyngatem wzgledem (Z,).
b) Niech n bedzie prawdopodobieristwem wyginiecia procesu gatgzkowego. Wtedy cigg (Vy,)
okreslony nastepujgco:

V=7

jest martyngatem wzgledem (Zy,).

4 Twierdzenia o zbieznosci martyngatow

Na poczatku tej czesci wyktadu przypomnimy definicje kilku typéw zbieznosci zmiennych
losowych.

Definicja 5. Mowimy, ze X, dgzy do X z prawdopodobieristwem jeden, jezeli

P({w : nlglgo Xpw)=X(w)}) =1.

Zapisujemy X, = X.
Definicja 6. X,, zbiega do X wedtug r-tego momentu, gdy E(X,)" < co oraz

lim E(|X,— X[") = 0.

. . T
Stosujemy oznaczenie X, — X.

Fakt 1. Jezeli r > s, to
X, 5 X=X, X,

Twierdzenie 3. (O zbieznosci martyngalow.)
Niech (Sy) bedzie martyngatem oraz E(S2) < occ. Istnieje wowczas zmienna losowa S taka,
ze

Sp £ 8

oraz

s, L.

Whiosek 1. (Mocne prawo wielkich liczb)
Niech X1, Xo, ..., X, bedg zmiennymi losowymi niezaleznymi o takich samych rozktadach.
Niech S, = X1+ Xo+ -+ X,,. Witedy

S,
MeRw§&3u®EWﬂ<m

Wowczas p = E(X1).
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Dowdd. Zatdézmy bez straty ogélnosci, ze u = 0. Zdefiniujmy zmienna losows
n
X.
S/ = Z; 7
1=

Wtedy
Xn+1

(S7) jest martyngatem wzgledem (X,,). Z twierdzenia (3) wiemy, ze istnieje zmienna losowa

S taka, ze S/, %25 S. Stad dostajemy, ze S50 Xi < 0 z prawdopodobienstwem jeden. Z

i=1 74
lematu Kroneckera otrzymujemy zatem

O

Lemat 4. Kroneckera.
. . . . . . . - 2 P oo ag
Jezeli (by) jest ciggiem monotonicznie rosngcym do nieskoriczonosci oraz y .o, 5 < 00, to

lim 2=L% _
n—oo bn

W twierdzeniu powyzej stosujemy lemat podstawiajac: b, :=n, a; ;= Xj.

Twierdzenie 4. (Nieréwnos¢ Dooba-Kolmogorowa)
Jezeli (Sy) jest martyngatem wzgledem (X,,), to

il > <
}P’(lrgiag)%\bﬂ z€) < g2
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