10 Grafy doskonale

Graf G jest doskonaly, gdy dla kazdego indukowanego podgrafu H C G,
mamy x(G) = w(G), gdzie w(G) jest liczba klikowa grafu G, tj. liczba wierz-
chotkéw w najwiekszym podgrafie pelnym grafu G. W grafie doskonalym,
zeby stwierdzié¢ czy x(G) < k wystarczy przejrzeé wszystkie podzbiory wierz-
chotkéw mocy k (a jest ich mniej niz n*); jedli zaden z nich nie indukuje pod-
grafu pelnego, to odpowiedz jest pozytywna; w przeciwnym razie, oczywiscie,
negatywna.

Wiele waznych w zastosowaniach klas grafow jest doskonalych. Przede
wszystkim, trywialnie, grafy dwudzielne, a takze, jako wniosek z Twierdzenia
Koniga, ich dopetnienia. Réwniez grafy poréwnan i grafy przedzialowe, oraz
ich dopelnienia.

Teraz, na zasadzie przykladu, zajmiemy sie inna, specjalna klasa grafow.
Grafem przekatniowym nazywamy graf, w ktérym zaden cykl o diugosci
wiekszej niz trzy nie jest indukowany. Innymi stowy, kazdy cykl oprocz
tréjkatow posiada przekatna. Naszym celem jest pokazanie, ze grafy przekat-
niowe sa doskonate. Najpierw przyjrzymy sie ich strukturze. Mowimy, ze G
jest wynikiem sklejenia G111 Gy wzdtuz S, jesli G = G1UG,, G1NGy = S oraz
G4, Gs, S sa indukowanymi podgrafami grafu G, Ponizsza wlasnos¢ podaje
rekursywna, konstrukcyjna definicje grafu przekatniowego.

Fakt 8 (D 5.5.1) G jest przekatniowy wgdy jest wynikiem ciagu sklejen
grafow przekgtniowych wzdtuz podgrafow petnych, zaczynajgc od grafow petnych.

Dowdd: W jedna strone jest to trywialne. Kazdy indukowany cykl w G
musi zawiera¢ sie w calosci w G lub w G5, a wiec musi by¢ tréjkatem.

W druga strone, zastosujemy indukcje wzgledem |G|. Jesli G jest pely, to
mozna przyja¢ G; = G = S = (. Jesli G nie jest spdjny, to mozna przyjac
S = (). Zalézmy wiec, ze G nie jest pehy i jest spdjny. Niech a,b € V(G),
ab ¢ E(G). Niech, ponadto, X bedzie minimalnym zbiorem rozdzielajacym
aib, X CV(G)\{a,b}. Niech C, bedzie skltadowa grafu G — X zawierajaca
a, Cp analogicznie. Niech G| = G[V(C,) U X], Gy = G — V(C,). Tak wiec
G jest sklejeniem G i Go wzdhuz S = G[X]. Grafy G; i G4 jako indukowane
podgrafy G sa przekatniowe i maja mniej wierzchotkow niz G. Zatem na
podstawie zalozenia indukcyjnego oba sa wynikiem sklejania okreslonego w
tekscie Factu 8. Pozostaje pokazaé, ze S jest podgrafem pelnym.

Niech s,t € X. Z minimalnosci X wynika, ze zaréwno s jak i ¢ maja
sasiadéw w kazdej sktadowej G — X. Zatem G; ma X-Sciezke z s do t,
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1 = 1,2. Niech P; bedzie nakrétsza taka Sciezka, 1 = 1,2. Wtedy Py U P; jest
cyklem w G, ktéry powinien mie¢ przekatna. Ale zadna para wierzchotkéw
tego cyklu poza st nie moze by¢ polaczona krawedzia. Zatem st € E(G). R

Fakt 9 (D 5.5.2) Kazdy graf przekatniowy jest doskonaly.

Dowdd:  Grafy pelne sa doskonale. Zatem w $wietle Faktu 8 wystarczy
pokazaé, ze graf G otrzymany w wyniku sklejenia dwéch graféw doskonatych
wzdluz podgrafu pelnego S jest doskonaly. Niech H bedzie indukowanym
podgafem grafu G. Pokazemy ze x(H) < w(H). Niech H; = H N G; oraz
T = HNS. 7 doskonalosci G; wynika, ze x(H;) < w(H;), i = 1,2. Za-
uwazmy, ze w(H) > max; w(H;), ale, z drugiej strony, x(H) = max; x(H;).
Ta ostatnia réwnos¢ wynika stad, ze po odpowiedniej permutacji koloréw
grafu H,, mozna tak pokolorowaé¢ osobno H; i Hs,, ze kolory na wspdlnej
czesci S zgadzaja sie (jest to mozliwe dzieki temu, ze S jest grafem pelnym
i wszystkie kolory na S sa rézne). [ |
Oznaczmy przez G dopehienie grafu G.

Twierdzenie 20 (D 5.5.3, Lovéasz, 1972) G jest doskonaty wgdy G jest
doskonaly.

Moéwimy ze graf G’ jest wynikiem sklonowania wierzchotka x w grafie G,
gdy G’ powstaje z G przez dodanie nowego wierzchotka x’ oraz polaczenie go
z x oraz ze wszystkimi sasiadami x w G.

Fakt 10 (D 5.5.4) Graf G’ bedacy wynikiem sklonowania wierzchotka grafu
doskonatego jest doskonalty.

Dowdd: Indukcja wzgledem |G|. Jest to prawda dla G = Kj. Niech G #
K;. Wystarczy pokazaé, ze x(G') < w(G’). Nie musimy sie troszczy¢ o
wlasciwe podgrafy indukowane grafu G’, bo kazdy z nich jest albo podgrafem
indukowanym grafu G (gdy nie zawiera jednocze$nie obu wierzchotkéw x i
2') albo jest wynikiem sklonowania wierzchotka = w podgrafie grafu G. W
pierwszym przypadku korzystamy z doskonalosci G, w drugim — z zalozenia
indukcyjnego.
Oznaczmy w = w(G). Wtedy w(G’) € {w,w + 1}. Poniewaz

X(GE) <x(@+1=w+1,
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to wystarczy rozpatrzy¢ przypadek w(G’) = w. Oznacza to, ze = nie nalezy
do zadnej kliki K, w G. Pomalujmy G przy pomocy optymalnej liczy koloréw
w. Niech X bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkéw o tym samym kolorze
co x. Wtedy zbiér X — x przecina wszystkie kliki K, w G. Zatem graf
H=G—(X—z)maw(H) <w-—11izdoskonaloéci G, réwniez y(H) < w—1.
Ale zbiér V(G'— H) = X —z+2' jest niezalezny, wiec x(G') < x(H)+1 < w.

|
Dowdéd Twierdzenia 20: Indukcja wzgledem |G|. Zalézmy, ze G jest doskonaly
i |G| > 2. Niech K bedzie rodzina wszystkich podgraféw pelych w grafie
G (doktadniej, ich zbioréw wierzchotkéw). Niech, ponadto, o = a(G), a A
bedzie rodzina wszystkich zbiorow niezaleznych mocy o w G. Wystarczy
pokazaé, ze x(G) < w(G) (dla wlasciwych podgraféw indukowanych wynika
to z zalozenia indukcyjnego). Naszym celem jest znalezienie K € K takiego,
ze KN A # () dla kazdego A € A. Wtedy bowiem

Y(G)<x(G-K)+1=w(G@-K)+1=a(G-K)+1<a=uw(q).

Przypus$émy nie wprost, ze dla kazdego K € K istnieje A = A € A takie,
Ze K M AK = (Z)

Zbudujmy nowy graf G’ zastepujac kazdy wierzcholek x podgrafem pelnym
Gy = Ky, gdzie k(z) = {K € K : z € Ag}|, a kazda krawedZ pomiedzy
wierzchotkami x i y, podgrafem pelym dwudzielnym Kj ;) k(y)-

Mamy «o(G’) < . Zauwazmy tez, ze G’ jest wynikiem ciagu sklonowan
wierzchotkéw, zaczynajac od grafu G[{z € V(G) : k(x) > 0}], ktéry, jako
indukowany podgraf G jest doskonaly. Zatem G’, na podstawie Faktu 10,
tez powinien by¢ doskonaly. Tu jednak, poprzez dokladne szacowanie w(G")
i x(G"), otrzymamy sprzecznosc.

Niech X’ bedzie klika w G’. Wtedy, dla pewnego podgrafu pelnego X €
K, X' =G"U,cx Ga]- Stad,

w(G) = k(z) <[K[-1,

poniewaz kazda klika K € K jest liczone w powyzszej sumie co najwyzej
raz, a X nie jest liczone wecale. Jest tak dlatego, ze |X N Ag| < 1 oraz
|X N Ax| =0. Z drugiej strony,

=) k(z)=|Kla>|Kla(d)

z€V(G)

31



&
a(G")

X(G) = > K[> w(d").

Ponizsze twierdzenie tatwo implikuje Twierdzenie 20

Twierdzenie 21 (D 5.5.5, Lovész, 1972) G jest doskonaly wgdy
|H| < o(H)w(H)
dla kazdego indukowanego podgrafu H C G.

Hipoteza 2 (Hipoteza o grafach doskonalych, Berge, 1966) GrafG jest
doskonaty wgdy ani G ani G¢ nie zawiera indukowanego cyklu o nieparzystej
dtugosci wiekszej niz 3.

To jest tzw. silna hipoteza Berge’a. Staba nazywano Twiedzenie 20 zanim
zostalo udowodnione. Grafy, o ktérych mowa w hipotezie Berge’a nosza
nazwe graféw Berge’a. Wszystkie grafy doskonale sa grafami Berge’a, a
hipoteza glosi, ze jest tez na odwrét. Niedawno, Chudnovski, Robertson,
Seymour i Thomas udowodnili Hipoteze 2. Ich dowdd liczy okoto 200 stron!
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