
11 Minory

W tym rozdziale podamy warunki wymuszaja֒ce istnienie minorów topolog-
icznych TKr i zwyk lych MKr. Najpierw przypomnijmy sobie to, co już
wiemy.

Podpodzia l grafu. Podpodzia lem grafu X nazywamy każdy graf Y
otrzymany z X przez zasta֒pienie (niektórych) jego krawe֒dzi niezależnymi
ścieżkami. Piszemy wtedy Y = TX. UWAGA: TX to nie jeden graf lecz
ca la, nieskończona rodzina.

Topologiczny minor. Jeśli Y = TX ⊆ G, to mówimy, że X jest
topologicznym minorem grafu G (X nie musi być podgrafem grafu G).

Przyk lad: X = K3 jest topologicznym minorem grafu Petersena, bo jego
podpodzia lem jest Y = C5, zawarty w grafie Petersena.

Wierzcho lki g lówne i dodatkowe. Jeśli Y = TX oraz δ(X) ≥ 3, to
zbiór V (X) ⊆ V (Y ) nazywamy zbiorem wierzcho lków g lównych, a V (Y ) \
V (X) zbiorem wierzcho lków pomocniczych. ( Latwo je odróżnić: te drugie
maja֒ stopień dwa.)

Klika topologiczna. Jeśli X = Kr, to każdy minor topologiczny Y =
TX ⊆ G nazywamy klika֒ topologiczna֒ w G.

W rozdziale 6 udowodnilísmy naste֒puja֒cy rezultat.

Lemat 3 ( Mader 1967,{D 3.5.1}) Istnieje funkcja h taka, że każdy graf

G o średnim stopniu co najmniej h(r) zawiera TKr.

Z dowodu wynika oszacowanie h(r) ≤ 2(r

2
). Jednak najmniejsza taka

funkcja h(r) jest rze֒du r2. Pokazali to, niezależnie, Bollobás, Thomason
(1998) i Komlós, Szemerédi, (1996).

Twierdzenie 22 (D 7.2.1) Istnieje c takie, że dla każdego r, jeśli d(G) ≥
cr2, to G ⊇ TKr.

W dowodzie wykorzystamy naste֒puja֒ce twierdzenia. Niech d(G) oznacza
średni stopień wierzcho lków w grafie G, a ǫ(G) = 1

2
d(G) = ||G||/|G|.

Twierdzenie 23 (D 3.5.3, Thomas i Wollan 2005) Jeśli G jest 2k-spójny

i ǫ(G) ≥ 8k, to G jest k-zwarty.

Twierdzenie 24 (D 1.4.3, Mader 1972) Każdy graf G o d(G) ≥ 4k ma

(k + 1)-spójny podgraf H o ǫ(H) > ǫ(G) − k.
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Dowód: Niech γ := ǫ(G) ≥ 2k i rozważmy wszystkie podgrafy G′ ⊆ G takie,
że

|G′| ≥ 2k i ||G′|| > γ(|G| − k). (3)

Ponieważ d(G) ≤ d(K|G|) < |G|, to G jest jednym z takich podgrafów. Niech
H be֒dzie takim podgrafem o najmniejszej liczbie |H|.

Zauważmy, że każdy graf G′ spe lniaja֒cy (3) ma |G′| > 2k. Zatem, z
minimalności H , mamy δ(H) > γ, bo w przeciwnym razie H zawiera lby
podgraf w laściwy spe lniaja֒cy (3). Sta֒d, |H| ≥ γ i dziela֒c druga֒ nierówność
w (3) dla H przez |H| otrzymujemy, że ǫ(H) > γ − k.

Pozostaje pokazać, że H jest (k+1)-spójny. Przypuśćmy nie wprost, że nie
jest, to znaczy, że istnieje podzia l V (H) = U1 ∪ U2, taki że nie ma krawe֒dzi
mie֒dzy U1 \ U2 a U2 \ U1, oba te zbiory sa֒ niepuste oraz |U1 ∩ U2| ≤ k.
Niech Hi = H [Ui], i = 1, 2. Ponieważ dla każdego v ∈ U1 \ U2 mamy
dHi

(v) = dH(v) ≥ δ(H) > γ ≥ 2k, to |Hi| > 2k. Zatem, z minimalności H ,
||Hi|| ≤ γ(|Hi| − k). Wtedy jednak

||H|| ≤ ||H1|| + ||H2|| ≤ γ(|H1| + |H2| − 2k) ≤ γ(|H| − k)

– sprzeczność.

Dowód Twierdzenia 22: Niech d(G) ≥ 10r2. Na podstawie Tw. 24 z
k = r2, G ma r2-spójny podgraf H , gdzie ǫ(H) ≥ 4r2. Na podstawie Tw. 23
z k = r(r−1) H jest

(

r

2

)

-zwarty. Ponieważ δ(H) ≥ κ(H) ≥ r2, można wybrać

r wierzcho lków v1, . . . , vr i dla każdego z vi zbiór r−1 jego sa֒siadów uj
i , gdzie

1 ≤ j ≤ r, j 6= i, tak, że wszystkie r2 wierzcho lki sa֒ różne. Teraz po la֒czmy
wierzcho lki uj

i w
(

r

2

)

par postaci uj
i , u

i
j i zastosujmy

(

r

2

)

-zwartość. Otrzymane
roz laczne ścieżki tworza֒ wraz z wierzcho lkami bazowymi vi topologiczna֒ klike֒
TKr.

Dla danym grafw X i G, piszemy G = MX, gdy V (G) =
⋃

x∈V (X) Vx,

Vx sa֒ parami roz la֒czne, dla każdego x ∈ V (X) indukowany podgraf G[Vx]
jest spójny i dla każdej pary x, y ∈ V (X) istnieje krawe֒dź pomie֒dzy Vx

i Vy wgdy xy ∈ E(X). Innymi s lowy, X powstaje z G przez ścia֒gnie֒cie
zbiorów Vx i usunie֒cie krawe֒dzi równoleg lych. Jeśli G = MX i G ⊆ Y , to X
nazywamy minorem grafu Y . Dla zwyk lych minorów MKr próg na ge֒stość
d(G) gwarantuja֒cy istnienie MKr w G jest troche֒ niższy niż w przypadku
klik topologicznych TKr.
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Twierdzenie 25 (D 7.2.2, Kostochka 1982,) Istnieje c takie, że dla każdego

r, jeśli d(G) ≥ cr
√

log r, to G ⊇ MKr.

Hipoteza Hadwigera. Ponieważ χ(G) ≤ maxH⊆G δ(H)+1, duża liczba
chromatyczna wymusza podgraf o dużym minimalnym, a wie֒c i średnim stop-
niu. Zatem w powyższych twierdzeniach 22 i 25 można zasta֒pić d(G) przez
χ(G). Hipoteza Hadwigera (1943) mówi, że już warunek χ(G) ≥ r wymusza
istnienie w G minora MKr. Mocniejsza hipoteza Hajosa (1961), g losza֒ca, że
ten sam warunek wymusza topologiczny minor TKr zosta la zdruzgotana w
1979 roku za sprawa֒ Catlina, Erdősa i Fajtlowicza, o czym można sie֒ wie֒cej
dowiedzieć z ksia֒żeczki ,,Niekonstruktywne...” (Palka, Ruciński, 1996).

Hipoteza Hadwigera jest trywialna dla r ≤ 3,  latwa dla r = 4, potwierd-
zona dla r = 5 i r = 6. Z jej prawdziwości dla r = 5 wynika natychmiast
Hipoteza 4 Kolorów.

35


