11 Minory

W tym rozdziale podamy warunki wymuszajace istnienie minoréw topolog-
icznych TK, i zwykltych M K,. Najpierw przypomnijmy sobie to, co juz
wiemy.

Podpodzial grafu. Podpodzialem grafu X nazywamy kazdy graf Y
otrzymany z X przez zastapienie (niektérych) jego krawedzi niezaleznymi
Sciezkami. Piszemy wtedy Y = TX. UWAGA: TX to nie jeden graf lecz
cala, nieskonczona rodzina.

Topologiczny minor. Jesli Y = TX C G, to méwimy, ze X jest
topologicznym minorem grafu G (X nie musi by¢ podgrafem grafu G).

Przyktad: X = K3 jest topologicznym minorem grafu Petersena, bo jego
podpodziatem jest Y = (5, zawarty w grafie Petersena.

Wierzcholki gléwne i dodatkowe. Jesli Y = T'X oraz 6(X) > 3, to
zbiér V(X) C V(Y) nazywamy zbiorem wierzchotkéw gtéwnych, a V(Y') \
V(X) zbiorem wierzchotkéw pomocniczych. (Latwo je odréznié: te drugie
maja stopien dwa.)

Klika topologiczna. Jesli X = K, to kazdy minor topologiczny Y =
TX C G nazywamy klika topologiczna w G.

W rozdziale 6 udowodnili$my nastepujacy rezultat.

Lemat 3 ( Mader 1967,{D 3.5.1}) Istnieje funkcja h taka, ze kazdy graf
G o Srednim stopniu co najmniej h(r) zawiera TK,.

Z dowodu wynika oszacowanie h(r) < 92().  Jednak najmniejsza taka
funkcja h(r) jest rzedu r?. Pokazali to, niezaleznie, Bollobds, Thomason

(1998) i Komléds, Szemerédi, (1996).

Twierdzenie 22 (D 7.2.1) Istnieje c takie, zZe dla kaZdego r, jesli d(G) >
cr?, to G D TK,.

W dowodzie wykorzystamy nastepujace twierdzenia. Niech d(G) oznacza
éredni stopiefi wierzchotkéw w grafie G, a ¢(G) = Ld(G) = ||G]|/|G].

)

Twierdzenie 23 (D 3.5.3, Thomas i Wollan 2005) Jesli G jest 2k-spojny
i €(G) > 8k, to G jest k-zwarty. [

Twierdzenie 24 (D 1.4.3, Mader 1972) Kazdy graf G o d(G) > 4k ma
(k + 1)-spdjny podgraf H o e(H) > €(G) — k.
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Dowdd: Niech v := ¢(G) > 2k i rozwazmy wszystkie podgrafy G' C G takie,
ze

G1=2k i IE > (G =) (3)

Poniewaz d(G) < d(Kg) < |G|, to G jest jednym z takich podgraféw. Niech
H bedzie takim podgrafem o najmniejszej liczbie |H]|.

Zauwazmy, ze kazdy graf G’ speliajacy (3) ma |G'| > 2k. Zatem, z
minimalnosci H, mamy 6(H) > v, bo w przeciwnym razie H zawieralby
podgraf wlasciwy speliajacy (3). Stad, |H| > « i dzielac druga nieréwnosé
w (3) dla H przez |H| otrzymujemy, ze e(H) > v — k.

Pozostaje pokazaé, ze H jest (k+1)-spdjny. Przypusémy nie wprost, Ze nie
jest, to znaczy, ze istnieje podzial V(H) = U; U Uy, taki ze nie ma krawedzi
miedzy U; \ Us a Uy \ Uy, oba te zbiory sa niepuste oraz |U; N U] < k.
Niech H; = H[U;], i = 1,2. Poniewaz dla kazdego v € U \ U mamy
dy,(v) = dy(v) > 6(H) > v > 2k, to |H;| > 2k. Zatem, z minimalnosci H,
[Hil| < v(|Hi| — k). Wtedy jednak

[H|| < |[Hil| + [ Hal] < y(|Hi| + |Ha| — 2k) < ~(|H| — k)
— sprzecznosc. [

Dowdd Twierdzenia 22: Niech d(G) > 10r%. Na podstawie Tw. 24 z
k = r?, G ma r*-spdjny podgraf H, gdzie e(H) > 4r?. Na podstawie Tw. 23
zk =r(r—1) H jest (})-zwarty. Poniewaz 6(H) > x(H) > r* mozna wybra¢
r wierzchotkow vy, ..., v, i dla kazdego z v; zbior r —1 jego sasiadéw uf , gdzie
1 <j<r,j#1, tak, ze wszystkie r? wierzcholki sa rézne. Teraz polaczmy
wierzchotki uf w (g) par postaci v/, u! i zastosujmy (g)—zwartos’c'. Otrzymane

17 7]
roztaczne Sciezki tworza wraz z wierzchotkami bazowymi v; topologiczna klike

TK,. [ |

Dla danym grafw X i G, piszemy G = M X, gdy V(G) = UIeV(X) Ve,
V. sa parami rozlaczne, dla kazdego = € V(X) indukowany podgraf G[V,]
jest spdjny i dla kazdej pary z,y € V(X) istnieje krawedz pomiedzy V,
iV, wgdy zy € E(X). Innymi stowy, X powstaje z G przez Sciagniecie
zbiorow V, i usuniecie krawedzi réwnolegtych. Jesli G = MX i G CY, to X
nazywamy minorem grafu Y. Dla zwyklych minoréw M K, prég na gestosé
d(G) gwarantujacy istnienie M K, w G jest troche nizszy niz w przypadku
klik topologicznych T'K,.
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Twierdzenie 25 (D 7.2.2, Kostochka 1982,) Istnieje ¢ takie, ze dla kazdego
r, jesli d(G) > cry/logr, to G O MK,.

Hipoteza Hadwigera. Poniewaz x(G) < maxyce 6(H)+1, duza liczba
chromatyczna wymusza podgraf o duzym minimalnym, a wiec i sSrednim stop-
niu. Zatem w powyzszych twierdzeniach 22 i 25 mozna zastapi¢ d(G) przez
X(G). Hipoteza Hadwigera (1943) méwi, ze juz warunek x(G) > r wymusza
istnienie w G’ minora M K,. Mocniejsza hipoteza Hajosa (1961), gloszaca, ze
ten sam warunek wymusza topologiczny minor T'K, zostala zdruzgotana w
1979 roku za sprawa Catlina, Erddsa i Fajtlowicza, o czym mozna sie wiecej
dowiedzie¢ z ksiazeczki ,,Niekonstruktywne...” (Palka, Ruciniski, 1996).

Hipoteza Hadwigera jest trywialna dla r < 3, tatwa dla r = 4, potwierd-
zona dla r =517 = 6. Z jej prawdziwosci dla » = 5 wynika natychmiast
Hipoteza 4 Koloréw.
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