12 Lemat Szemerédiego

Zacznijmy od zdefiniowania gestoscii e-reqularnosci pary rozlacznych podzbioréw
X 1Y wierzcholtkéw grafu G, oraz podziatu e-regularnego.

Gestoscia pary (X,Y) w grafie G, gdzie X, Y C VG) i X NY = 0,
ef)(()H(Y)\/) Dla ustalonego ¢ > 0, pare (X,Y)
nazywamy e-regularna, gdy dla wszystkich par (X', Y”), gdzie X' C X, Y’ C
Y, |X'| > €l X|, |Y'| > €]Y], zachodzi nieréwnosé

nazywamy liczbe dg(X,Y) =

|dg(X/,Y,) - d(;(X, Y)| S €.

Para e-regularna przypomina dwudzielny graf losowy, gdzie krawedzie pojawiaja
sie niezaleznie z prawdopodobienstwem d, 0 < d < 1. W takim grafie, z
prawdopodobienstwem bardzo bliskim 1, wszystkie dostatecznie duze pary
beda mialy gestos¢ zblizona do d. Stad czeto pary e-regularne nazywa sie
pseudolosowymi.

Podzial V(G) = Vo UV U -+ UV} nazywamy e-regularnym, gdy V| <
|G|, V1| = -+ = |Vi|, 1, co najwazniejsze, liczba tych par sposréd (V;, V),
1 <i < j <k, ktére nie sa e-regularne, wynosi nie wiecej niz ek?. Zbior 1,
pelni w tej definicji role pomocnicza i jest czasem nazywany sSmietnikiem.

Lemat 9 (o regularnosci graféw, Szemerédi, 1978, D 7.4.1) Dia kazdego
e > 0 ¢ naturalnego m, istnieje liczba M taka, zZe kazdy graf o co najm-
niej m wierzchotkach posiada podziat e-reqularny (Vo, Vi, ..., Vi) dla pewnego
m< k<M.

Warunek k£ < M gwarantuje, ze zbiory V;, ¢ = 1,...,k, sa duze, bo
Vi] > (1 — ¢)|G|/M. Warunek k > m pozwala oszacowaé¢ z gory liczbe
krawedzi wewnatrz zbioréw V;, bo Zlee(‘/;) < k‘% < % Tak wiec,
lemat ten méwi, ze wiekszo$¢ krawedzi kazdego duzego grafu mozna rozbié¢
na niewielka liczbe pseudolosowych podgraféw dwudzielnych.

Idea dowodu: Wprowadza sie indeks podziatu ¢(P), ktéry jest ogranic-
zony z goéry przez 1/2. Ponadto indeks podpodziatu nie moze by¢ mniejszy
od indeksu wyjsciowego podziatu. Gléwny krok polega na pokazaniu, ze jesli
dany podzial (Vp, Vi, ..., Vi) nie jest e-regularny, to mozna znalezé jego pod-
podzial na co najwyzej k4% czesci, ktérego indeks jest wiekszy o co najmniej
€° /2. Powtarzajac te operacje nie wiecej niz 1/€ razy musimy wiec w koticu
otrzymaé podzial e-regularny (bo w przeciwnym razie indeks przekroczytby
1/2, co jest niemozliwe).
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Dowdd:  Oznaczmy n = |G|. Dla pary rozlacznych podzbioréw A, B C
V(G) zdefiniujmy ¢(A, B) = ‘A”B|d2( B). Dalej, dla podziatu A zbioru A
i podzialu B zbioru B, niech q(A B) => yeanes (A, B'). W koticu, dla
podziatu P = (C4, ..., Cy) zbioru V(G),

aP)= Y 4G, Cy).

1<i<j<k
Zauwazmy, ze jesli |C;| < n/k, to ¢(P) < (5)k=2 < 1/2.

Lemat 10 (D 7.4.2) (i) q(A,B) > q(A, B)
(i1) Jesli P jest podpodziatem P, to q(P’) > q(P).

Dowdd: (i) Na podstawie nieréwnosci Cauchy-Schwarza,

1 e*(A;, B;) i(Z” e(A;, By))? B (A B)
Z AlIB,| = w2 S |AlB, = TATE 1A )

(A, B) =

(ii) Niech P = (C4,...,Cy) i C; = P'[C;]. Na podstawie (i),
9(P) = q(C;,C)) <Z (€, C;) <chz,c +Z )
i,j

Poprzedni lemat moéwil, ze drobiac podzial nie mozna zmniejszy¢ in-
deksu q. Nastepny lemat pokazuje, ze dzielac w odpowiedni sposéb pare
nieregularna wartos¢ indeksu rosnie.

Lemat 11 (D 7.4.3) Jesli para (C, D) nie jest e-reqularna, to istnieja pod-
podziaty C = (Cy, Cy) zbioru C i D = (Dq, Do) zbioru D takie, Ze

q(C,D) > q(C,D) + 64%.
Dowdd: Niech Cy C C, Dy C D, |Cy| > €|C|, |D1| > €|D|, n = d(Cy, Dy) —
d(C, D) i |n| > e. To znaczy, para (Cy, Dq) $wiadczy o e-nieregularnosci pary
(C, D). Oznaczmy ¢ = |C|,d = |D|, e = e(C, D), Cy = C\ Cy, Dy = D\ Dy,
¢ = |Ci|, di = |Dyl, eij = e(Cy,D;), i,j = 1,2. Wtedy, na podstawie
nieréwnosci C-S, tym razem dla sumy trzech sktadnikow,

e2, ez e (e —e11)?
C D . v > 11 + )
( ) Cldl i+i>2 Cl‘dj Cldl (Cd — Cldl)



Po podstawieniu e;; = Clcddle ~+ncydy 1 podniesieniu do kwadratu, prawa strona

staje sie suma szesciu wyrazéw, z ktorych dwa sie wzajemnie redukuja, jeden
(dodatni) odrzucamy, i otrzymujemy w konicu oszacowanie
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2
n?*q(C,D) > j—d +n’cidy > o + e*ed = n?q(C, D) + €*|C||D|m

Ostatni z serii lematow pokazuje jak, w przypadku podzialu nieregu-
larnego, zsumowaé¢ przyrosty indeksu, wynikajace z Lematu 11, po wszys-
tkich parach nieregularnych.

Uwaga. Przy obliczaniu indeksu podziatu ze $Smietnikiem Cj, z przyczyn
technicznych kazdy element $mietnika traktujemy jak osobny (jednoelemen-
towy) zbiér podziatu.

Lemat 12 (D 7.4.4) Niech 0 < € < 1/4 i niech P = (Cy,...,Cy) bedzie
podziatem V (G), ktory nie jest e-reqularny. Wtedy istnieje liczba naturalna
I, k <1< k4* oraz podpodzial P' = (C}, ..., C)) podziatu P taki, ze |C}| <
|Co| +n27F, |Cy| = -+ = |C]] oraz q(P') > g(P) + €°/2.

Dowdd: Dla przejrzystosci rozumowania, przyjmijmy naiwnie, ze Cy = (),
i ze w trakcie dowodu wszystkie dzielenia liczb naturalnych wychodza bez
reszty. Oznaczmy ¢ = |Cy] = n/k, ¢ = 1,..., k. Dla kazdej pary (C;, C}),
ktéra nie jest e-regularna, niech C;; bedzie podzialem C; a Cj; — podzialem
C}, ktérych istnienie gwarantuje Lemat 11. Wtedy ¢(C;;,Cji) > q(Cy, C;) +
e*c?/n?. Dla pozostalych par przyjmijmy C; = {C;} i C;; = {C;}. Dla
ustalonego i, podzialy Cy;, j # i, ,,szatkuja” zbiér C; na co najwyzej 2~
roztacznych czesci. Niech C; bedzie tym podzialem zbioru Cj, tzn. C; jest min-
imalnym (w sensie liczby klas) podzialem zbioru C;, ktéry jest podpodziatem
kazdego podziatu C;;, j # ¢. Niech C bedzie suma wszystkich podzialéw C;,
tj. C = ULCZ-. Zauwazmy, ze k < |C| < k2871 < k2F.

Pokazemy teraz, ze q(C) > q(P) + €°/2. (Podzial C nie jest obiecanym
podziatem, bo jego klasy nie sa rowne; w koncowej czesci dowodu osiagniemy
rownosc klasowa drobiac go na male kawaleczki, co na podstawie Lematu
10(ii) nie obnizy wartosci indeksu.) Na podstawie Lematéw 10 i 11 mamy

etc?
9C) = Y q(Ci,C) = D (G Cii) = Y Q(Ciacj)‘l—Ek?Z? = q(P)+€.
1<i<j 1<i<j 1<i<j
W rzeczywistosci, uwzgledniajac $§mietnik, otrzymujemy tylko € /2 (bo wtedy

¢ > (n—en)/k > 2(n/k)).
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Teraz rozdrobnimy podzial C, dzielac kazdy jego zbiér na podzbiory mocy
|c47*|. Nowy podziat P’ ma | < k4* podzbioréw (dlaczego?). Powracajac
do realiow, moze sie zdarzy¢, ze nie wszystkie klasy podzialu C maja moc
podzielng przez d. Wtedy reszty dorzucamy do Smietnika, ktory jednak nie
wzrosnie o wiecej niz [c4~*||C] < c47Fk2F < n27F, |

Konicéwka dowodu: Niech dane beda 0 < € < 1/4im > 1. Oz
naczmy przez s = ¢ ° maksymalna liczbe iteracji gtéwnego kroku dowodu —
znajdowania podpodziatu aktualnego podzialu. Niech £ bedzie najmniejsza
liczba naturalna taka, ze k > m oaz 287! > s/e i M = max{f®)(k),2k/e},
gdzie f(z) = x4®. Na przyklad,

f(z) (x) = 4T47Y A (x) = x4“+x4$+x4x+x4za

Udowodnimy lemat z tym wiasnie monstrualnym M.

Niech G bedzie dowolnym grafem o n > m wierzchotkach. Dlan < M
konkluzja jest trywialna. Zalézmy wiec, ze n > M i podzielny dowolnie
V(G) = CoUC U---UCy tak, by |Cy| = -+ = |Ck| a |Cy| < k. Przypusémy,
ze ten podzial nie jest e-regualrny. Poniewaz k < eM/2 < en/2, to mozemy
stosowa¢ Lemat 12 otrzymujac nowy, drobniejszy podzial o wiekszym indek-
sie i Smietniku. Powtarzamy ten krok az do skutku. Jednak nawet po s iterac-
jach, wielko$¢ §mietnika nie przekroczy liczby k+sn27* < en/2+en/2 = en.
Ostateczny, e-regularny podzial bedzie mie¢ co najwyzej f) (k) < M czedci.
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13 Zastosowania Lematu Szemerédiego

13.1 Twierdzenie Erdésa-Stone’a (Rozdzialy 7.1 i 7.5
podrecznika)

13.2 Krawedziowe liczby Ramseya (Twierdzenie 9.2.2
w podreczniku)
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