
12 Lemat Szemerédiego

Zacznijmy od zdefiniowania ge֒stości i ǫ-regularności pary roz la֒cznych podzbiorów
X i Y wierzcho lków grafu G, oraz podzia lu ǫ-regularnego.

Ge֒stościa֒ pary (X, Y ) w grafie G, gdzie X, Y ⊆ V G) i X ∩ Y = ∅,

nazywamy liczbe֒ dG(X, Y ) = eG(X,Y )
|X||Y |

. Dla ustalonego ǫ > 0, pare֒ (X, Y )

nazywamy ǫ-regularna֒, gdy dla wszystkich par (X ′, Y ′), gdzie X ′ ⊆ X, Y ′ ⊆
Y , |X ′| ≥ ǫ|X|, |Y ′| ≥ ǫ|Y |, zachodzi nierówność

|dG(X ′, Y ′) − dG(X, Y )| ≤ ǫ.

Para ǫ-regularna przypomina dwudzielny graf losowy, gdzie krawe֒dzie pojawiaja֒
sie֒ niezależnie z prawdopodobieństwem d, 0 < d < 1. W takim grafie, z
prawdopodobieństwem bardzo bliskim 1, wszystkie dostatecznie duże pary
beda֒ mia ly ge֒stość zbliżona֒ do d. Sta֒d cze֒to pary ǫ-regularne nazywa sie֒
pseudolosowymi.

Podzia l V (G) = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vk nazywamy ǫ-regularnym, gdy |V0| ≤
ǫ|G|, |V1| = · · · = |Vk|, i, co najważniejsze, liczba tych par spośród (Vi, Vj),
1 ≤ i < j ≤ k, które nie sa֒ ǫ-regularne, wynosi nie wie֒cej niż ǫk2. Zbiór V0

pe lni w tej definicji role֒ pomocnicza֒ i jest czasem nazywany śmietnikiem.

Lemat 9 (o regularności grafów, Szemerédi, 1978, D 7.4.1) Dla każdego
ǫ > 0 i naturalnego m, istnieje liczba M taka, że każdy graf o co najm-
niej m wierzcho lkach posiada podzia l ǫ-regularny (V0, V1, ..., Vk) dla pewnego
m ≤ k ≤ M .

Warunek k ≤ M gwarantuje, że zbiory Vi, i = 1, . . . , k, sa֒ duże, bo
|Vi| ≥ (1 − ǫ)|G|/M . Warunek k ≥ m pozwala oszacować z góry liczbe֒

krawe֒dzi wewna֒trz zbiorów Vi, bo
∑k

i=1 e(Vi) < k |G|2

2k2 ≤ |G|2

2m
. Tak wie֒c,

lemat ten mówi, że wie֒kszość krawe֒dzi każdego dużego grafu można rozbić
na niewielka֒ liczbe֒ pseudolosowych podgrafów dwudzielnych.

Idea dowodu: Wprowadza sie֒ indeks podzia lu q(P), który jest ogranic-
zony z góry przez 1/2. Ponadto indeks podpodzia lu nie może być mniejszy
od indeksu wyj́sciowego podzia lu. G lówny krok polega na pokazaniu, że jeśli
dany podzia l (V0, V1, ..., Vk) nie jest ǫ-regularny, to można znaleźć jego pod-
podzia l na co najwyżej k4k cze֒ści, którego indeks jest wie֒kszy o co najmniej
ǫ5/2. Powtarzaja֒c te֒ operacje֒ nie wie֒cej niż 1/ǫ5 razy musimy wie֒c w końcu
otrzymać podzia l ǫ-regularny (bo w przeciwnym razie indeks przekroczy lby
1/2, co jest niemożliwe).
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Dowód: Oznaczmy n = |G|. Dla pary roz la֒cznych podzbiorów A, B ⊆

V (G) zdefiniujmy q(A, B) = |A||B|
n2 d2(A, B). Dalej, dla podzia lu A zbioru A

i podzia lu B zbioru B, niech q(A,B) =
∑

A′∈A,B′∈B q(A′, B′). W końcu, dla
podzia lu P = (C1, . . . , Ck) zbioru V (G),

q(P) =
∑

1≤i<j≤k

q(Ci, Cj).

Zauważmy, że jeśli |Ci| ≤ n/k, to q(P) ≤
(

k

2

)

k−2 < 1/2.

Lemat 10 (D 7.4.2) (i) q(A,B) ≥ q(A, B)
(ii) Jeśli P ′ jest podpodzia lem P, to q(P ′) ≥ q(P).

Dowód: (i) Na podstawie nierówności Cauchy-Schwarza,

q(A,B) =
1

n2

∑

i,j

e2(Ai, Bj)

|Ai||Bj|
≥

1

n2

(
∑

i,j e(Ai, Bj))
2

∑

i,j |Ai||Bj|
=

1

n2

e2(A, B)

|A||B|
= q(A, B).

(ii) Niech P = (C1, . . . , Ck) i Ci = P ′[Ci]. Na podstawie (i),

q(P) =
∑

i,j

q(Ci, Cj) ≤
∑

i,j

q(Ci, Cj) ≤
∑

i,j

q(Ci, Cj) +
∑

i

q(Ci) = q(P ′).

Poprzedni lemat mówi l, że drobia֒c podzia l nie można zmniejszyć in-
deksu q. Naste֒pny lemat pokazuje, że dziela֒c w odpowiedni sposób pare֒
nieregularna֒ wartość indeksu rośnie.

Lemat 11 (D 7.4.3) Jeśli para (C, D) nie jest ǫ-regularna, to istnieja֒ pod-
podzia ly C = (C1, C2) zbioru C i D = (D1, D2) zbioru D takie, że

q(C,D) ≥ q(C, D) + ǫ4 |C||D|

n2
.

Dowód: Niech C1 ⊆ C, D1 ⊆ D, |C1| ≥ ǫ|C|, |D1| ≥ ǫ|D|, η = d(C1, D1) −
d(C, D) i |η| > ǫ. To znaczy, para (C1, D1) świadczy o ǫ-nieregularności pary
(C, D). Oznaczmy c = |C|, d = |D|, e = e(C, D), C2 = C \C1, D2 = D \D1,
ci = |Ci|, di = |Di|, eij = e(Ci, Dj), i, j = 1, 2. Wtedy, na podstawie
nierówności C-S, tym razem dla sumy trzech sk ladników,

n2q(C,D) =
e2
11

c1d1
+

∑

i+j>2

e2
ij

cidj

≥
e2
11

c1d1
+

(e − e11)2

(cd − c1d1)
.
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Po podstawieniu e11 = c1d1e
cd

+ηc1d1 i podniesieniu do kwadratu, prawa strona
staje sie֒ suma֒ sześciu wyrazów, z których dwa sie֒ wzajemnie redukuja֒, jeden
(dodatni) odrzucamy, i otrzymujemy w końcu oszacowanie

n2q(C,D) ≥
e2

cd
+ η2c1d1 >

e2

cd
+ ǫ4cd = n2q(C, D) + ǫ4|C||D|.

Ostatni z serii lematów pokazuje jak, w przypadku podzia lu nieregu-
larnego, zsumować przyrosty indeksu, wynikaja֒ce z Lematu 11, po wszys-
tkich parach nieregularnych.

Uwaga. Przy obliczaniu indeksu podzia lu ze śmietnikiem C0, z przyczyn
technicznych każdy element śmietnika traktujemy jak osobny (jednoelemen-
towy) zbiór podzia lu.

Lemat 12 (D 7.4.4) Niech 0 < ǫ ≤ 1/4 i niech P = (C0, . . . , Ck) be֒dzie
podzia lem V (G), który nie jest ǫ-regularny. Wtedy istnieje liczba naturalna
l, k ≤ l ≤ k4k oraz podpodzia l P ′ = (C ′

0, . . . , C
′
l) podzia lu P taki, że |C ′

0| ≤
|C0| + n2−k, |C ′

1| = · · · = |C ′
l | oraz q(P ′) ≥ g(P) + ǫ5/2.

Dowód: Dla przejrzystości rozumowania, przyjmijmy naiwnie, że C0 = ∅,
i że w trakcie dowodu wszystkie dzielenia liczb naturalnych wychodza֒ bez
reszty. Oznaczmy c = |Ci| = n/k, i = 1, . . . , k. Dla każdej pary (Ci, Cj),
która nie jest ǫ-regularna, niech Cij be֒dzie podzia lem Ci a Cji – podzia lem
Cj, których istnienie gwarantuje Lemat 11. Wtedy q(Cij , Cji) ≥ q(Ci, Cj) +
ǫ4c2/n2. Dla pozosta lych par przyjmijmy Cij = {Ci} i Cji = {Cj}. Dla
ustalonego i, podzia ly Cij , j 6= i, ,,szatkuja֒” zbiór Ci na co najwyżej 2k−1

roz la֒cznych cze֒ści. Niech Ci be֒dzie tym podzia lem zbioru Ci, tzn. Ci jest min-
imalnym (w sensie liczby klas) podzia lem zbioru Ci, który jest podpodzia lem
każdego podzia lu Cij , j 6= i. Niech C be֒dzie suma֒ wszystkich podzia lów Ci,

tj. C =
⋃k

i=1 Ci. Zauważmy, że k ≤ |C| ≤ k2k−1 < k2k.
Pokażemy teraz, że q(C) ≥ q(P) + ǫ5/2. (Podzia l C nie jest obiecanym

podzia lem, bo jego klasy nie sa֒ równe; w końcowej cze֒ści dowodu osia֒gniemy
równość klasowa֒ drobia֒c go na ma le kawa leczki, co na podstawie Lematu
10(ii) nie obniży wartości indeksu.) Na podstawie Lematów 10 i 11 mamy

q(C) ≥
∑

1≤i<j

q(Ci, Cj) ≥
∑

1≤i<j

q(Cij, Cji) ≥
∑

1≤i<j

q(Ci, Cj)+ǫk2 ǫ4c2

n2
= q(P)+ǫ5.

W rzeczywistości, uwzgle֒dniaja֒c śmietnik, otrzymujemy tylko ǫ5/2 (bo wtedy
c ≥ (n − ǫn)/k ≥ 3

4
(n/k)).
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Teraz rozdrobnimy podzia l C, dziela֒c każdy jego zbiór na podzbiory mocy
⌊c4−k⌋. Nowy podzia l P ′ ma l ≤ k4k podzbiorów (dlaczego?). Powracaja֒c
do realiów, może sie֒ zdarzyć, że nie wszystkie klasy podzia lu C maja֒ moc
podzielna֒ przez d. Wtedy reszty dorzucamy do śmietnika, który jednak nie
wzrośnie o wie֒cej niż ⌊c4−k⌋|C| ≤ c4−kk2k ≤ n2−k.

Końcówka dowodu: Niech dane be֒da֒ 0 < ǫ < 1/4 i m ≥ 1. Oz-
naczmy przez s = ǫ−5 maksymalna֒ liczbe֒ iteracji g lównego kroku dowodu –
znajdowania podpodzia lu aktualnego podzia lu. Niech k be֒dzie najmniejsza֒
liczba֒ naturalna֒ taka֒, że k ≥ m oaz 2k−1 ≥ s/ǫ i M = max{f (s)(k), 2k/ǫ},
gdzie f(x) = x4x. Na przyk lad,

f (2)(x) = x4x4x4x

, f (3)(x) = x4x+x4x+x4x+x4
x

, . . . .

Udowodnimy lemat z tym w laśnie monstrualnym M .
Niech G be֒dzie dowolnym grafem o n ≥ m wierzcho lkach. Dla n ≤ M

konkluzja jest trywialna. Za lóżmy wie֒c, że n > M i podzielny dowolnie
V (G) = C0 ∪C1 ∪ · · ·∪Ck tak, by |C1| = · · · = |Ck| a |C0| < k. Przypuśćmy,
że ten podzia l nie jest ǫ-regualrny. Ponieważ k ≤ ǫM/2 < ǫn/2, to możemy
stosować Lemat 12 otrzymuja֒c nowy, drobniejszy podzia l o wie֒kszym indek-
sie i śmietniku. Powtarzamy ten krok aż do skutku. Jednak nawet po s iterac-
jach, wielkość śmietnika nie przekroczy liczby k +sn2−k ≤ ǫn/2+ ǫn/2 = ǫn.
Ostateczny, ǫ-regularny podzia l be֒dzie mieć co najwyżej f (s)(k) ≤ M cze֒ści.

13 Zastosowania Lematu Szemerédiego

13.1 Twierdzenie Erdősa-Stone’a (Rozdzia ly 7.1 i 7.5

podre֒cznika)

13.2 Krawe֒dziowe liczby Ramseya (Twierdzenie 9.2.2
w podre֒czniku)
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