3 Pokrycie kontra pakowanie cykli

Tw. Koniga méwi, ze w kazdym grafie i dla kazdego k, albo istnieje k
roztacznych krawedzi, albo wszystkie krawedzie mozna pokry¢ mniej niz k
wierzchotkami.
Jakie jeszcze grafy, oprocz Ks, maja podobna wiasnos¢? Ogolniej, dla
danej rodziny graféw H, poréwnujemy dwa parametry grafowe:
e najwicksza liczbe k = k(G) rozlacznych wierzchotkowo kopii graféow z
H, ktére mozna znalezé w G (tzw. H-upakowanie)

e najmniejsza liczbe s = s(G) wierzchotkéw, ktére pokrywaja wszystkie
podgrafy grafu G izomorficzne z tymi z rodziny ‘H (tzw. H-pokrycie).
Jedli istnieje funkcja f(k) taka, ze dla kazdego G
s(G) < f(k(G))

to mowimy, ze rodzina ‘H ma wtasnosé Erdosa-Posy.

Tw. Koéniga méwi, ze rodzina jednoelementowa H = {K,} ma wlasnosé
Erdésa-Pésy z f(k) = k. Pokazemy w tym rozdziale, ze rodzina wszystkich
cykli ma te wlasnosé z f(k) rzedu klog k.

Twierdzenie 6 (Erd6s-Pésa 1965) Istnieje funkcja f : N — R taka,
ze dla kazdego naturalnego k kazdy graf G zawiera albo k wierzchotkowo
roztacznych cykli albo f(k — 1) wierzchotkow pokrywajacych wszystkie cykle.

Lemat 1 Niech s bedzie ciggiem takim, Ze sp = 1 oraz
S —4log sy > sp_1.

Dla kazdego k > 1, kazdy 3-regularny multigraf H o co najmniej s wierz-
chotkach zawiera k wierzchotkowo roztgcznych cykli.

Powyzsze waunki narzucone na ciag s, spelia, miedzy innymi, ciag
sk = 4k(logk + loglog k + 4), k> 2.

(Szczegdty w podreczniku.)

Dowdd Twierdzenia 6:  Pokazemy to twierdzenie z f(k) = k + Sg11, gdzie
sk jest takie jak w Lemacie 1. Mozemy zalozy¢, ze G ma cykl, ale nie ma k
roztacznych cykli. Niech H bedzie maksymalnym podgrafem z

2<6(H) <A(H) <3.

Z maksymalnos$ci H wynika ze



(i) kazdy cykl w G przecina V(H),
(i) nie istnieje H-Sciezka o obu koricach stopnia 2 w V' (H).

Niech U bedzie zbiorem wierzchotkéw stopnia 3 w H, a W = V(H) \ U.
Z powyzszych wlasnosci H wynika, ze jesli cykl C' w G spelnia warunek
V(C)NU =0, to C C H, tzn. C jest izolowanym cyklem w H (inaczej
2-regularna sktadowa), lub |[V(C)NW| = 1.

Niech C bedzie rodzina cykli C' w G takich, ze

viehnu=0 i |V({C)NnW|=1.

Niech Z C W bedzie zbiorem wierzchotkéw z W lezacych na cyklach z C. Dla
kazdego z € Z wybierzmy jeden cykl C, € C taki, ze z € V(C,) i oznaczmy
C'={C,:zeZ}.

Z uwagi na maksymalno$é¢ H (whasnosc (ii)), cykle z rodziny C’ sa roztaczne
(sprawdzi¢ rysunkowo!). Niech D bedzie rodzina izolowanych cykli w H,
roztacznych z Z. Rodzina C'UD sklada sie z roztacznych cykli, wiec |C'UD| <
k — 1. Rozpatrzmy zbiér X = Z U Y, gdzie Y zawiera po 1 wierzchotku z
kazdego cyklu w D. Mamy wicc | X| = |C'UD| <k —1.

Zauwazmy, ze zbiér wierzchotkéw X U U pokrywa wszystkie cykle w G.
Trzeba jeszcze pokazaé, ze |U| < sp. W tym celu stosujemy Lemat 1 do
grafu H' otrzymanego z H przez zastapienie wszystkich indukowanych $ciezek
krawedziami (operacja odwrotna do brania topologicznego minora — nazwi-
jmy ja redukcja topologiczng). Gdyby H' mial k roztacznych cykli, to H tez.

|
Dowdd Lematu 1:  Indukcja wzgledem k (przypadek k£ = 1 wynika z jednego
z zadan). Niech k > 2, a C bedzie najkrétszym cyklem w H. Latwo pokazac,
ze |C| < 2log|H| (Zadanie).

Pokazemy, ze podgraf indukowany H — V(C), po redukcji topologicznej,
jest 3-regularnym multigrafem o co najmniej

|H| —2|C| > s, — 4log sg > sp_1

wierzchotkach. Wtedy, na podstawie zalozenia indukcyjnego, bedzie on mie¢
k — 1 roztacznych cykli, a wiec H — V(C) tez bedzie mie¢ k — 1 roztacznych
cykli, ktére wraz z C' utworza k roztacznych cykli w H.

W tym celu, tworzymy rekurencyjnie podziat V (H) = V;UV,. Poczatkowo
Vi = V(CO), ae(V,Vy) := m < |C], gdzie e(Vy,Va) jest liczba krawedzi



miedzy V1 a Va. Jesli w H[V5] jest wierzchotek stopnia 0 lub 1, to przerzucamy
go do V1. W kazdym kroku zmniejszamy e(V7, V3). Ostatecznie, po n < m
krokach, mamy e(V1, Vo) < m —n, i konsekwentnie w H|[V5] jest co najwyzej
m — n wierzchotkéw stopnia 2 (bo kazdy z nich jest incydentny z dokladnie
jedna krawedzia o drugim koricu w V;). Zatem podgraf H[V3] = H — V4, nie
majac wcale stopni 0 i 1, redukuje sie topologicznie do grafu 3-regularnego o
€O najmniej

[H| = |C] =n = (m —n) > |H| = 2|C|

wierzchotkach. ]



