4 2-spdjnoscé, 3-spojnosé

Zacznijmy od poje¢ podstawowych.

A — B $ciezka. Niech A, B C V(G). A — B Sciezka nazywamy dowolna
Sciezke o poczatku w A i koncu w B, ktéra nie zawiera zadnych innych
wierzchotkéw z AU B.

H-Sciezka. Jesli H jest podgrafem G, a A = B = V(H), to A— B
Sciezke nazywamy H-$ciezka.

Spéjnosé. Graf G jest spojny, gdy kazde dwa jego wierzchotki v, u sa
polaczone Sciezka, tzn. istnieje A — B sciezka, gdzie A = {u} i B = {v}.
Roéwnowaznie, dla kazdego podziatu V(G) = UUW istnieje krawedzZ o jednym
koncu w U, a drugim w W.

Skladowe spdjnosci. Kazdy maksymalny podgraf spéjny grafu G nazy-
wamy skladowa. Kazdy wierzchotek nalezy do doktadnie jednej skladowe;j.

Zbiér rozdzielajacy. Niech A, B C V, X C VU E. Moéwimy, ze X
rozdziela A1 B w G, jesli kazda A — B $Sciezka ma wspolny element z X.
Moéwimy, ze X jest zbiorem rozdzielajacym G (albo X rozdziela G), gdy X
rozdziela w G jakies dwa wierzchotki spoza X.

Ciecia. Gdy zbior X rozdzielajacy graf G sklada sie tylko z wierzchotkéw
(tylko z krawedzi) to nazywamy go tez cieciem wierzchotkowym (krawedziowym).

k-spéjnosé. Graf G jest k-spdjny, gdy |G| > k i G nie ma ciecia wierz-
chotkowego mocy mniejszej niz k. Najwieksza liczbe naturalna k taka, ze G
jest k-spdjny nazywamy stopniem spéjnosei i oznaczamy przez k(G). Zatem
graf jest k-spojny wgdy k > k.

Krawedziowa k-spéjnosé. Graf G jest k-krawedziowo-spdjny, gdy |G| >
11 G nie ma ciecia krawedziowego mocy mniejszej niz k. Najwieksza liczbe
naturalna k taka, ze G jest k-krawedziowo-spdjny nazywamy stopniem spojnosci
krawedziowej i oznaczamy przez x'(G). Zatem graf jest k-krawedziowo-spéjny
wedy & > k.

Dla kazdegio grafu zachodza nieréwnosci:

k<K <6

Wierzcholek ciecia. To wierzcholek rozdzielajacy dwa inne wierzcholki.
Inaczej, 1-elementowe ciecie wierzchotkowe.

Most (krawedz ciecia). To krawedz rozdzielajaca jej korice. Inaczej,
1-elementowe ciecie krawedziowe.

Blok. To maksymalny, spéjny podgraf bez wierzcholkéw ciecia. Za-
tem blok jest albo maksymalnym, 2-spdjnym podgrafem, albo mostem albo
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izolowanym wierzchotkiem. Bloki moga przecinac sie na co najwyzej 1 wierz-
chotku, ktéry musi byé¢ wtedy wierzcholkiem ciecia danego grafu. Stad,
kazda krawedz nalezy do doktadnie 1 bloku, wec kazdy graf jest suma swoich
blokow.

Fakt 4 (D 3.1.3) G jest 2-spdjny wgdy mozna go skonstruowaé zaczynajac
od cyklu i kolejno dodajgc H-$ciezki do aktualnego grafu H.

Dowdd: W jedna strone jest to oczywiste. Podamy dowdd w druga. Jako
graf 2-spdjny, G ma §(G) > 2, wiec zawiera cykl. Niech H bedzie maksymal-
nym podgrafem grafu G konstruowalnym w sposob opisany w tekscie Faktu 4.
H musi by¢ podgrafem indukowanym, bo kazda krawedz xy € F(G)\ E(H),
gdzie x,y € V(H), jest H-$ciezka. Przypusémy nie wprost, ze H # G. Wt-
edy na podstawie spdjnosci G, istnieje krawedz vw taka, ze v € V(G)\ V(H)
aw € V(H). Ale G jest 2-spdjny, wiec podgraf G — w zawiera v — V(H)
Sciezke P. Ta $ciezka, przedtuzona o krawedz wv jest H-Sciezka — sprzecznosé
z maksymalnoscia wyboru podgrafu H. [ |
Kontrakcja (Sciagniecie) krawedzi. To operacja polegajaca na zasta-
pieniu krawedzi e = zy, jednym wierzchotkiem v, i zachowaniu wszystkich
krawedzi wychodzacych z x lub y, nie wprowadzajac przy tym petli ani
krawedzi wielokrotnych. Formalnie, nowy graf to Gle = (V,, E.), gdzie

Ve=(V —A{z,y}) U{ve}

a
E.={vwe E: {v,win{z,y} = 0}U{vew : 2w € E lubyw € E, w # x,y}.

Lemat 2 (D 3.2.1) Jesli G jest 3-spdjny oraz |G| > 4, to G ma krawedz
taka, Ze Gle tez jest 3-spojny.

Dowdd:  Przypusémy nie wprost, ze dla kazdej krawedzi zy € FE(G), graf
G|ry ma ciecie wierzchotkowe S, gdzie |S| < 2; co wiecej v,y € 51 |S| =
2. Niech S = {vyy,2}. Wtedy T = {z,y,2} jest minimalnym cieciem
wierzchotkowym w G. Zatem, kazdy wierzcholek z T ma sasiada w kazdej
sktadowej C' grafu G — T. Wybierzmy krawedz xy, trzeci wierzcholek z oraz
sktadowa C' w ten sposéb by |C| byla minimalna.

Niech v bedzie sasiadem z w C. Poniewaz G|zv nie jest 3-spdjny, to
istnieje w taki, ze {z,v,w} jest minimalnym cieciem w G. Poniewaz xy €
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E(G), to jasne jest, ze G — {z,v,w} ma skladowa D taka, ze DN {z,y} = 0.
Niech v" bedzie sasiadem v w D. Poniewaz v jest rézny od z,y, z, to musi
naleze¢ do C, a stad D C C (wyjasnienie: kazdy v” € D jest polaczony
Sciezka z v — poprzez v — ktéra omija {z,y, z}; zatem v” nalezy do tej samej
sktadowej w G — T co v, czyli do C.) Jednak v € C'\ D, wiec |D| < |C| -

sprzecznosc. [ |

Twierdzenie 7 (Tutte, 1961 { D 3.2.2 }) G jest 3-spdjny wgdy istnieje
clag

Gy = K4, Gy,....,Gp_1,G, = G taki, ze dla kazdego i < n istnieje w Gy
krawed? xy spelniajaca warunki: d(z),d(y) > 3 oraz G; = Gii1|xy.

Dowdd: Implikacja w jedna strone wynika natychmiast z Lematu 2. W druga
strone wystarczy pokazaé, ze jesli G; jest 3-spdjny, to G411 tez. Przypusémy
nie wprost, ze istnieje ciecie wierzchotkowe S w G;11 mocy |S| < 2. Niech
C1, Cy beda dwoma sktadowymi grafu G;,1 — S. Bez straty ogdlno$ci mozna
przyjaé, ze {z,y} N V(Cy) = 0. Gdyby V(C3) 2 {z,y} lub gdyby istnial
v € V(Cy), v # x,y, to graf G; = Gi1|ry nie bylby 3-spéjny. Zatem
V(Cy) = {x} lub V(Cy) = {y}, ale to przeczy zalozeniu, ze d(x),d(y) > 3.

|

Whniosek 4 (Wheel Theorem, Tutte) G jest 3-spojny wqdy istnieje ciag
Go=K* Gy,...,Gn_1,G, = G taki, ze dla kazdego i < n, Gi.1 powstaje z G;
poprzez rozszczepienie dowolnego wierzchotka v na dwa sgsiednie wierzchotki
v i v", polaczone dowolnie z sasiadami v, ale tak by d(v'), d(v") > 3. [ ]
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