
5 Twierdzenie Mengera

Twierdzenie 8 (Menger, 1927 {D 3.3.1.}) Niech G be֒dzie grafem i niech
A,B ⊆ V (G). Wtedy minimalna liczba wierzcho lków rozdzielaja֒cych A i B

równa sie֒ maksymalnej liczbie roz la֒cznych A − B ścieżek.

Dowód: Zauważmy, że nierówność min ≥ max jest oczywista, bo dowolny
zbiór rozdzielaja֒cy musi zawierać po 1 wierzcho lku z każdej ścieżki z dowol-
nej rodziny roz la֒cznych ścieżek. Niech k = k(G,A,B) be֒dzie minimalna֒
liczba֒ wierzcho lków rozdzielaja֒cych A i B. Wystarczy pokazać, że G ma k

roz la֒cznych A − B ścieżek.
Stosujemy indukcje֒ wzgle֒dem ||G|| = |E(G)|. Jeśli G jest pusty, to k =

|A ∩ B| i tyleż jest roz la֒cznych (trywialnych) A − B -́scieżek.
Niech teraz e = xy ∈ E(G). Przypuśćmy, że w G nie ma k roz la֒cznych

A−B -́scieżek. Pokażemy najpierw, że wtedy istnieje zbiór X rodzielaja֒cy A

i B taki, że e ⊆ X i |X| = k.
Rozważmy graf G|e, a w nim zbiory A′ i B′, gdzie dla C = A,B, C ′ = C

gdy C ∩ e = ∅ oraz C ′ = C \ (C ∩ e)∪{ve}, gdy C ∩ e 6= ∅. Skoro w G nie ma
k roz la֒cznych A−B -́scieżek, to w G|e nie ma k roz la֒cznych A′ −B′-́scieżek.

Z za lożenia indukcyjnego, G|e ma zbiór Y , który rozdziela A′ i B′ i ma
moc |Y | < k. Jeśli ve 6∈ Y , to Y rodziela A i B w G – sprzeczność. Zatem ve ∈
Y , ale wtedy zbiór X = Y \ {ve} ∪ e jest szukanym zbiorem rozdzielaja֒cym
w G. Mamy |X| ≤ k, wie֒c na podstawie definicji k, |X| = k.

Teraz spójrzmy na graf G−e. Ponieważ e ⊆ X, każdy zbiór rozdzielaja֒cy
A i X w G − e rozdziela również A i B w G, wie֒c ma co najmniej k

wierzcho lków. Z za lożenia indukcyjnego, w G − e jest wie֒c k roz la֒cznych
A − X ścieżek, i podobnie, jest tam k roz la֒cznych B − X ścieżek. Ponieważ
X rozdziela A i B, te dwie rodziny ścieżek nie przecinaja֒ sie֒ poza X i na ich
bazie można  latwo zbudować k roz la֒cznych A − B ścieżek. (Logiczna struk-
tura tego dowodu jest naste֒puja֒ca: z koniunkcji (p∧¬q) wywnioskowalísmy
q, ale implikacja (p ∧ ¬q) ⇒ q jest logicznie równoważna implikacji p ⇒ q,
która by la naszym celem.)

Zbiór a − B ścieżek nazywamy wachlarzem (fan) jeśli każde dwie z nich
maja֒ tylko 1 wspólny wierzcho lek (a).

Wniosek 5 (D 3.3.4) Dla B ⊂ V i a ∈ V \B, minimalna liczba wierzcho lków
rozdzielaja֒cych a od B i różnych od a jest równa maksymalnej mocy a − B

wachlarza.

13



Wniosek 6 (D 3.3.5) Niech a i b be֒da֒ różnymi wierzcho lkami w G.
(i) Jeśli ab 6∈ E, to minimalna liczba wierzcho lków rozdzielaja֒cych a od

b, ale różnych od a i b, jest równa maksymalnej liczbie niezależnych a − b

ścieżek.
(ii) Minimalna liczba krawe֒dzi rozdzielaja֒cych a od b jest równa maksy-

malnej liczbie krawe֒dziowo roz la֒cznych a − b ścieżek.

Twierdzenie 9 (Globalne Tw. Mengera {D 3.3.6}) (i) G jest k-spójny
wgdy zawiera k niezależnych ścieżek pomie֒dzy każda֒ para֒ różnych wierzcho lków;

(ii) G jest krawe֒dziowo k-spójny wgdy zawiera k krawe֒dziowo roz la֒cznych
ścieżek pomie֒dzy każda֒ para֒ różnych wierzcho lków.

Dowód: (i) Jeśli G ma k niezależnych ścieżek pomie֒dzy ka2rda֒ para֒ wierzcho lków,
to |G| > k i nie ma cie֒cia wierzcho lkowego mocy mniejszej od k. Zatem G

jest k-spójny.
Przypuśćmy, że k-spójny graf G ma dwa wierzcho lki a, b nie po la֒czone

k niezależnymi ścieżkami. Na podstawie Wniosku 6, ab ∈ E(G). W grafie
G′ = G−ab, sa֒ co najwyżej k−2 niezależne ścieżki pomiE֒dzy a i b. Ponownie
z Wniosku 6, a i b można rozdzielić w G′ zbiorem X mocy k − 2. Ponieważ
|G| = |G′| > k, istnieje v 6∈ X ∪ {a, b}. Zbiór X musi rozdzielać w G′ v od
a lub b. Przyjmijmy, że X rodziela w G′ v i a. Wtedy jednak zbiór X ∪ {b}
mocy k − 1 rozdziela w G v i a – sprzeczność z k-spójnościa֒ G.
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