6 ,,Linking”

Definicja grafu k-zwartego (ang.: k-linked). Graf G nazywamy k-zwartym,

gdy |G| > 2k oraz, dla kazdego ciagu réznych 2k wierzchotkow sy, ..., Sk, t1, .. ., tx,
istnieje k rozlacznych $ciezek P, ..., P, gdzie P; jest s; — t; Sciezka, ¢ =
1,..., k. Jest to wlasnos¢ mocniejsza od k-spdjnosci.

Twierdzenie 10 (Jung 1970; Larman & Mani, 1970, {D 3.5.2}) Istnieje
funkcja f taka, zZe dla kazdego k, kazdy f(k)-spdjny graf jest k-zwarty.

W dowodzie Tw. 10 jako lemat wykorzystuje sie inne twierdzenie o zaw-
ieraniu klik topologicznych, ktére trzeba poprzedzié¢ seria definicji:

Podpodzial grafu. Podpodziatem grafu X nazywamy kazdy graf Y
otrzymany z X przez zastapienie (niektérych) jego krawedzi niezaleznymi
Sciezkami. Piszemy wtedy Y = TX. UWAGA: TX to nie jeden graf lecz
cala, nieskonczona rodzina.

Topologiczny minor. Jesli Y = TX C G, to méwimy, ze X jest
topologicznym minorem grafu G (X nie musi by¢ podgrafem grafu G).

Przyklad: X = K3 jest topologicznym minorem grafu Petersena, bo jego
podpodzialem jest Y = (5, zawarty w grafie Petersena.

Wierzcholki giéwne i dodatkowe. Jesli Y = T'X oraz 6(X) > 3, to
zbiér V(X) C V(Y) nazywamy zbiorem wierzchotkéw gléwnych, a V(Y) \
V(X) zbiorem wierzchotkéw pomocniczych. (Latwo je odréznié: te drugie
maja stopien dwa.)

Klika topologiczna. Jesli X = K,, to kazdy minor topologiczny Y =
TX C G nazywamy klika topologiczna w G.

Sciagniecie (kontrakcja) podzbioru wierzchotkéw. To operacja
polegajaca na zastapieniu podzbioru wierzchotkéw U C V (G) jednym, nowym
wierzchotkiem vy, zachowujac wszystkie krawedzie biegnace w G z U na
zewnatrz (usuwajac jednak krawedzie réwnoleglte). Nowy graf oznaczamy
przez G|U.

Lemat 3 (Mader 1967,{D 3.5.1}) Istnieje funkcja h taka, zZe kazdy graf
G o Srednim stopniu co najmniej h(r) zawiera TK".

Dowdd: Dla r < 2 jest to prawda, nawet biorac h(r) = 1. Zalézmy wiec,

ze r > 3. Pokazemy indukcja wzgledem m =1, ..., (;), ze kazdy graf spojny
G o $rednim stopniu d(G) > 2™ zawiera topologiczny minor TX jakiego$
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grafu X o |X|=r1||X|| =m. Dlam = (}), otrzymamy teze twierdzenia z
hr) = 202,

Przypadek m = r jest latwy. Na podstawie Faktu 5 ponizej, G zawiera
podgraf H o minimalnym stopniu 2”1, wiec zawiera cykl dlugosci co najm-
niej 271 + 1 > r. Kazdy taki cykl jest minorem topologicznym cyklu C,,
ktory jest szukanym grafem X.

Zalézmy teraz, ze r < m < (;), G jest spdjny, d(G) > 2™. Niech U
bedzie maksymalnym podzbiorem zbioru V(G) takim, ze G[U] jest spéjny
oraz d(G|U) > 2™. (U istnieje, bo dla kazdego v € V(G), mamy G|{v} = G.)
Zauwazmy, ze U # V(G), bo wtedy d(G|U) = d(K;) = 0.

Niech H = G[N(U)], gdzie N(U) = Ng(U) \ U jest (niepustym) zbiorem
sasiadéw wierzchotkéw z U, ktérzy nie naleza do U. Gdyby 6(H) < 2™71 to
mozna by powiekszy¢ zbiér U, dodajac do niego wierzchotek v o minimalnym
stopniu w H. Wtedy d(G|U U {v}) > 2™ — sprzecznosé¢ z maksymalnoscia U
(podgraf G|U U {v} jest spdjny).

Zatem d(H) > §(H) > 2™ ! i z zalozenia indukcyjnego, H D TZ, gdzie
|Z| = r, ||Z|| = m — 1. Niech z,y beda wierzchotkami gtéwnymi 7'Z, nie
polaczonymi krawedzia w Z. Poniewaz z,y € N(U) oraz G[U] jest spéjny,
to istnieje x — y $ciezka w G o wszystkich wierzchotkach wewnetrznych w U,
czyli poza H. Dodajac ja do T'Z otrzymujemy minor topologiczny T X, gdzie
X =Z U{xy}. [
Fakt 5 ({D 1.2.2}) Kazdy graf G o ||G|| > 1 ma podgraf H taki, ze

o(H 1d H) > L

(H) > Sd(H) > |

Dowdd Twierdzenia 10:  Twierdzenie udowodnimy z f(k) = h(3k) + 2k,
gdzie h jest funkcja z Lematu 3. Niech G bedzie grafem f(k)-spéjnym. Wtedy

(@)

d(G) > 5(G) = #(G) > h(3k).

Niech K = T K3, bedzie topologiczna klika rzedu 3k w G, gwarantowana
przez Lemat 3, i niech U bedzie zbiorem jej 3k wierzchotkéw wezlowych.
Niech A = {s1,..., Sk, t1,...,tx} bedzie zbiorem réznych wierzchotkéw w
G. Poniewaz k(G) > 2k, to na podstawie Tw. Mengera istnieje rodzina R
zlozona z 2k rozlacznych A—U $ciezek. Wybierzmy ja tak, by zminimalizowaé

liczbe
U BB\ E(K) |
RER
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Niech
R:{Pl,...,Pk;Qlu"‘7Qk}7

gdzie P; ma koniec w s;, a Q; — w t;, ¢ = 1,..., k. Oznaczmy ich drugie
korice (te w U) przez s',t', odpowiednio, a pozostale wierzchotki w U przez
Uty ooy Uk

Niech L; bedzie U-éciezka laczaca u; z s w K. Niech v; bedzie wierz-
chotkiem L;, najblizszym w;, lezacym na jakiejkolwiek $ciezce R z R. Z
minimalnosci R, R musi sie pokrywa¢ z L; na odcinku zaczynajacym sie w
v; (a koriczacym w s'). Stad, R = P,. Podobnie, oznaczajac przez M; U-
$ciezke taczaca u; z t' w K, a przez w; wierzcholek M;, najblizszy u;, lezacy
na jakiejkolwiek $ciezce R z R, wnioskujemy, ze ta Sciezka jest ();. Zatem
Sciezki s; Pyv; Liu; Myw;Qiti, i = 1, ...k, sa rozlaczne (rysunek!). [ ]

Bollobés i Thomason pokazali w r. 1996, ze mozna przyjaé¢ f(k) = 22k.
Thomas i Wollan w r. 2005 poprawili to oszacowanie do f(k) = 16k, bo
pokazali, ze kazdy 2k-spdjny graf o $rednim stopniu co najmniej 16k jest
k-zwarty.
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