9 Kolorowanie z list

Kolorowanie z list jest uogdlnienien zwyktego kolorowania. Dane sa graf G i
rodzina zbioréw (list) koloréw (.S,)yev(q). Kolorowanie wiasciwe

c:V(G) - s,

nazywamy kolorowaniem z list (S,), gdy c(v) € S, dla kazdego v € V(G).
Graf G jest k-wybieralny, gdy dla kazdej rodziny list (S,) takiej, ze |S,| = k,
v € V(G), G jest kolorowalny z tych list. Najmniejsze k takie, ze G jest
k-wybieralny nazywamy liczba wyboru grafu G i oznaczamy przez ch(G). W
przypadku kolorowania krawedzi, analogicznie definiuje sie indeks wyboru
ch/(G).

Jesli ograniczymy sie do rodzin identycznych list S, = {1,...,k}, to
otrzymujemy definicje zwyklej liczby chromatycznej x(G) i indeksu chro-
matycznego x'(G). Zatem

ch(G) > x(G) oraz ch'(G) > X' (G).

Istnieja grafy 2-dzielne (o liczbie chromatycznej 2), ktérych liczba wyboru

wynosi n (¢w.). Natomiast nie wiadomo czy istnieje graf G, dla ktérego

ch/(G) > X'(G).
Hipoteza 1 Dla kazdego grafu G, ch'(G) = X'(G).

Wracajac do kolorowania wierzchotkéw, Voigt skonstruowat w 1993 roku
graf planarny na 238 wierzchotkach, ktéry nie jest 4-wybieralny. (Stuchacze
wykladéw w sezonie 2000 znalezli taki graf na 86 wierzchotkach.) Rok pdzniej
Thomassen pokazal, ze, w przypadku graféw planarnych, listy dlugosci 5

zawsze wystarcza, dostarczajac tym samym nowego dowodu Twierdzenia o
5 kolorach (D 5.1.2).

Twierdzenie 18 (Thomassen 1994, D 5.4.2) Kazidy graf planarny jest
S-wybieralny.

Dowdéd: Udowodnimy, przez indukcje wzgledem |G|, fakt troche mocniejszy.

Mocniejszy Fakt: Niech Sciana zewnetrzna ptaskiego grafu G jest otoc-
zona cyklem C = {vq,...,vx} a wszystkie $ciany wewnetrzne sq trdjkatami.
Niech, ponadto, S,, = {1}, Ss, = {2}, |Su| > 3 dla wszystkich pozostalych
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wierzchotkéw cyklu C, a |S,| > 5 dla wszystkich wierzchotkéw wewnetrznych.
Wtedy G ma kolorowanie z list (S,).

MF natychmiast implikuje Twierdzenie. Rzeczywiscie, mozemy zalozy¢,
ze GG jest maksymalnie ptaski, a wiec jest triangulacja. Niech vy, v, v3 beda
wierzchotkami Sciany zewnetrznej. Pomalujmy v; i vo dowolnie dwoma réznymi
kolorami z ich list. Na podstawie MF mozna to kolorowanie dokonczy¢.

MF dowodzimy przez indukcje. Dla |G| = 3 jest to fakt oczywisty.
Zalézmy, ze |G| > 41 ze MF zachodzi dla wszystkich graféw ptaskich mnniej-
szych niz G.

Przypadek I. C' ma przekatna vw. Ta przekatna dzieli C' na dwa
mniejsze cykle C7 i Cy. Przyjmijmy, ze vy,vy € Cy. Niech G; i G5 beda
grafami otoczonymi, odpowiednio, cyklami C; i C5. Stosujemy zalozenie
indukcyjne najpierw do GGy, a nastepnie z v i w w roli v i vy, do Gs.

Przypadek II. C' nie ma przekatnej. Niech uq,...,u,, beda réznymi
od vy i v,_1 sasiadami vy w G. Poniewaz nie ma przekatnych, to m >
1, a poniewaz wewnatrz jest triangulacja, to Sciezka vg_1, Up, ..., u1, vy jest

fragmentem $ciany zewnetrznej grafu G — vg. Niech [,j € S, — {1}, 7 # L.
Usunmy kolory j i [ ze wszystkich list S, , 7 = 1,...,m, i zastosujmy MF
do G — vg. Jeden z koloréw j lub [ pozostanie na pewno wolny dla vy. [ |

Teraz naszym celem bedzie udowodnienie Hipotezy 1 dla graféw dwudziel-
nych. Do tego bedzie nam potrzebne pojecie jadra grafu skierowanego D.
Zbiér niezalezny U C V(D) nazywamy jadrem digrafu D, gdy dla kazdego
v € V(D) \ U istnieje u € U taki, ze vu € E(D).

Lemat 8 (D 5.4.3) Niech dane bedq graf H i listy kolorow (S,)vev (ay. Jesli
istnieje orientacja D grafu H taka, zZe dla kazdego v € V(H) mamy d*(v) <
|Sy|, oraz kazdy indukowany podgraf D' grafu D ma jadro, to H moze byé
pomalowany z list (Sy)vev (m)-

Uwaga. Ten lemat ma swoje korzenie (przynajmniej intuicyjnie) w
zachtannym algorytmie kolorowania, ktory dziata nastepujaco. Uporzadkujmy
wierzcholki liniowo vy, ..., v, tak by kazdy v; mial mniej niz |S,,| sasiadéw
posréd vy, ..., v;_q; jesli to mozliwe, to oczywiscie mozna pomalowaé wierz-
chotki kolejno, uzywajac zawsze kolorow z ich list. Zauwazmy, ze orientujac
krawedzie od v; do v; gdy @ > j, otrzymujemy orientacj¢ spelniajaca warunek
d*(v) < |S,|; co wiecej, pierwszy kolor indukuje jadro, a kazdy nastepny tez
jest jadrem w podgrafie otrzymanym po usunieciu wierzchotkéw uprzednio
pomalowanych.
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Dowdd:  Indukcja wzgledem |H|. Dla |H| = 1, warunek d*(v) < |S,]
implikuje, ze S, nie jest pusta, a wiec mozna pomalowa¢ jedyny wierzcholek
grafu H. Niech teraz |H| > 1 i zalézmy prawdziwos¢ lematu dla wszystkich
graféw o mniej niz |H| wierchotkach.

Niech a bedzie dowolnym kolorem wystepujacym w | .S, i niech D bedzie
taka orientacja H jak w zalozeniach lematu. Niech V, = {v : a € S,} i
D, = D|V,]. Podgraf D, ma jadro U,.

Pomalujmy U, kolorem « i usunmy « ze wszystkich list. Digraf D — U,
nadal bedzie spelia¢ warunek d*(v) < |S,|, bo jesli prawa strona zmalala o
1, tov € D,, a zatem i lewa strona zmalata o 1, bo odpadt sasiad z jadra.
Zatem H —U, spehia zalozenia lematu i na podstawie zalozenia indukcyjnego
mozna go pomalowac z list bez koloru «, co w efekcie daje kolorowanie catego
H 7 wyjsciowych list. [ ]

Twierdzenie 19 (Galvin, 1995, D 5.4.4) Dia kazdego dwudzielnego grafu G
ch'(G) =X'(G) (=AG)).

Uwaga. Jest to uogdlnione rozwiazanie problemu istnienia czesciowego
kwadratu lacinskiego, czyli pytania czy ch'(K,,) = n. Przeczytaj artykut
“Quite easily done” na ten temat.

Dowdd: Niech G bedzie grafem dwudzielnym o dwupodziale (X,Y). Oz-
naczmy przez k jego indeks chromatyczny i niech ¢ : E(G) — {1,...,k}
bedzie wlasciwym kolorowaniem krawedzi. Poniewaz zawsze

eH(G) = () = k,

wiec pokazemy, ze ch’(G) < k. Skorzystamy przy tym z tozsamosci ch/(G) =
ch(L(G)), gdzie L(G) jest grafem krawedziowym grafu G.

Oznaczmy dla wygody H = L(G) i wprowadzmy orientacje krawedzi H.
Dla e’ € E(H) ustalamy ee’ € E(D), gdy ene’ € X ic(e) > c(e) lub
ene €Y icle) <c(e). Latwo sie przekonaé, ze d*(e) < k (jesli c(e) = 1,
to e moze wypuszczaé strzatke do co najwyzej i — 1 krawedzi €/, z ktérymi
spotyka sie w X i nie wiecej niz do k — i krawedzi ¢’ z ktérymi spotyka sie w
Y).

Zatem pozostaje pokazaé, ze kazdy indukowany podgraf D’ ma jadro.
Zastosujemy indukcje wzgledem |D’|. Niech E' = V(D) C E(G). Dla
kazdego x € X incydentnego z przynajmniej jedna krawedzia ze zbioru £’
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wybieramy sposréd nich krawedz o najmniejszej wartosci ¢(e) i oznaczamy
ja przez e,.

Twierdzimy, ze zbior U wszystkich krawedzi e, jest jadrem podgrafu D’.
Jedno jest pewne: dla kazdej ¢’ € E'\ U mamy e’e € D. Trzeba wiec tylko
pokazaé, ze U jest zbiorem niezaleznym. Przypusémy nie wprost, ze e, e’ € U
iee’ € D'. Powiedzmy, ze c(e) < c(€'). Zatem z definicji orientacji D, e i €’
spotykaja sie w Y.

Z zalozenia indukcyjnego D’ — e ma jadro U’. Jesli ¢/ € U’, to U’ jest
tez jadrem D’. Jesli ¢/ & U’, to z definicji jadra istnieje ¢’ € U’ takie, ze
e'e” € D'. Zastanéwmy sie, gdzie moga spotykaé sie €' i €”. Gdyby w X, to
c(e”) < c(e') — sprzecznosé z zaliczeniem e’ do U. Zatem w Y, co znaczy, ze
c(e') < c(e”), awiecicle) < c(e”), czyli, ze ee” € D’. Oznacza to jednak, ze
i tym razem U’ jest jadrem catego D’. [ ]

10 Grafy doskonale
11 Minory
12 Lemat Szemerédiego

13 Zastosowania Lematu Szemerédiego

13.1 Twierdzenie Erdosa-Stone’a

13.2 Krawedziowe liczby Ramseya
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