TEORIA GRAFOW 2 (2006)- ZADANIA

June 1, 2006

Zadanie 1 (RW) Udowodnié, ze kazdy k-reqularny graf 2-dzielny ma sko-
jarzenie doskonate, a wiec 1 1-faktoryzacje, tzn. rozktad zbioru krawedzi na
k roztacznych skojarzen doskonatych.

Zadanie 2 (PM) Wykazaé, ze graf Petersena nie ma 1-faktoryzacji.
Zadanie 3 (PWr) Udowodnié, ze kazdy 2k-regularny graf posiada 2-faktoryzacje.

Zadanie 4 (PWr) Udowodnié, Ze jesli w grafie 2-dzielnym G dla kazdego
S C Vi mamy |N(S)| > |S| — d, to G ma skojarzenie nasycajgce wszystkie
oprocz co najwyzej d wierzchotkow zbioru V.

Zadanie 5 (RW) Dia dowolnej liczby naturalnej k, pokazaé, ze kazde dwa
podziaty skonczonego zbioru na podzbiory mocy k majg wspolny system roznych
reprezentantow.

Zadanie 6 (PWa) Kazdy 3-reqularny graf bez mostéw ma 1-faktor. Uogdlnié
na dowolne k > 3 (k-reqularnosé i brak cieé¢ krawedziowych mocy k — 2).

Zadanie 7 (PWr) Pokazaé, ze

|E(G)]
5(G) > m

(Tutaj B(G) — moc najwiekszego skojarzenia.)

Zadanie 8 (MS) Niech M bedzie skojarzeniem w G a k > 1. Jesli w G
nie ma Sciezek rozszerzajacych ("augmenting”) M dlugosci nie wiekszej niz
2k — 1, to

k

M| 2 (6.



Zadanie 9 (PWa) Udowodnié, ze w dowolnym grafie v(G) < 26(G), jak
réwniez Y(G) = n — a(G). (Tutaj B(G) — moc najwickszego skojarzenia,
v(G) — moc najmniejszego pokrycia krawedzi wierzchotkams.)

Niech F bedzie rodzina graféw. F-pokryciem grafu G nazywamy rozpiety
podgraf grafu G, ktorego kazda sktadowa jest izomorficzna z jakim$ grafem
z rodziny F. Moc pokrycia mierzymy liczba skladowych.

Zadanie 10 (DP) W kazdym grafie G istnieje pokrycie co najwyzej o(G)
Sciezkami. (Tutaj F jest rodzinag wszystkich Sciezek.)

Zadanie 11 (DP) Niech C = {K,.K»,C5,Cy,...}. W kazdym grafie G ist-

nieje F-pokrycie mocy co najwyzej a(Q).

Zadanie 12 (MS) Udowodnié, Ze w kazdym zbiorze czesciowo uporzadkowanym
P, minimalna liczba tancuchow pokrywajacych P rowna sie maksymalnej
mocy antytaricucha. [Tw. Dilwortha/

Zadanie 13 (PWa) Sformutowaé i udowodnié tw. dualne do Tw. Dil-
wortha.

Zadanie 14 (PM) Wywnioskowaé Tw. Halla z Tw. Gallai’a-Milgrama

Zadanie 15 (RW) Wywnioskowaé z Tw. Gallai’a-Milgrama, Ze kaZdy turniej
posiada sciezke Hamiltona.

Zadanie 16 (PWr) Wywnioskowaé Tw. Kéniga z Tw. Dilwortha.

Zadanie 17 (MM) Pokazaé, ze kazdy graf zawiera cykl dlugosci wiekszej
niz 6(G) (o ile 6(G) > 2).

Zadanie 18 (DP) Jesli G jest spdjny, to kazde dwie najdiuzsze Sciezki maja
wspolny wierzchotek.

Zadanie 19 (MS) Jesli spdjny graf ma co najmniej 2k + 1 wierzchotkow i
minimalny stopien co najmniej k (k > 1), to zawiera Sciezke dlugosci 2k.

Zadanie 20 (PM) Pokazaé, Ze jesli graf nie ma zbioru niezaleznego mocy
3 to ma cykl dlugosci co nagmniej n/2, gdzie n > 5 jest liczba wierzcholkéw.
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Zadanie 21 (MM) Udowodnié, ze dla grafow spdjnych

diam(G) < %

(Tutaj diam(G) oznacza srednice grafu, to znaczy maksymalna odlegtos¢ wierzchotkow,
a ta z kolei, to dlugosé najkrdtszej Sciezki.)

Zadanie 22 (RW) Jesli 6(G) > 3, to

(i) G zawiera parzysty cykl;

(ii) najwiekszy wspdlny dzielnik dlugosci wszystkich cykli w G jest nie
wiekszy niz 2.

Zadanie 23 (PWr) Diestel 2.8
Zadanie 24 (RW) Diestel 2.13
Zadanie 25 (MM) Diestel 2.15
Zadanie 26 (RW) Diestel 2.17
Zadanie 27 (PWr) Diestel 2.18
Zadanie 28 (DP) Diestel 2.2/

Graf blokow grafu G to graf 2-dzielny (W, B, F) gdzie W — zbiér wierzchotkow
ciecia grafu G, B — zbior blokéow grafu G, adlaw € Wi B € B, wB € F
wgdy w € V(B).

Zadanie 29 (MM) Udowodnié, ze graf blokéw grafu spdjnego jest drzewem.

Zadanie 30 (DP) Udowodnié, ze jesli graf G mozna skonstruowaé zaczynajac
od cyklu i kolejno dodajac H-Sciezki do aktualnego grafu H, to G jest 2-
spojny.

Zadanie 31 (DLA WSZYSTKICH) Pokazaé, ze Zaden graf nie ma wiecej
niz (Z) minimalnych cieé¢ krawedziowych. ZnaleZé grafy osiggajace to osza-
cowanie.



Zbiér U C V(G) nazywamy dominujacym, gdy V(G) = U U Ng(U).
Moéwimy, ze dwupodzial V(G) = Vi UV, rozdziela zbiér U, gdy istnieja
vy, vy € U takie, ze v; € V; dlai =1, 2.

Zadanie 32 (PM) Pokazaé, zZe dla kazdego zbioru dominujacego U, kazdy
dwupodziat V(G) = Vi UV, gdzie V; £ 0, i = 1,2, i e(V1,V3) < dg, rozdziela
U.

Zadanie 33 (MS) Wywnioskowaé Tw. Kéniga z Tw. Mengera.

Zbiér a — B $ciezek nazywamy wachlarzem (fan) jesli kazde dwie z nich
maja tylko 1 wspélny wierzcholek (a).

Zadanie 34 (MM) Udowodnié, ze dla B C 'V ia € V\B, minimalna liczba
wierzchotkow rozdzielajacych a od B © roznych od a jest rowna maksymalnej
mocy a — B wachlarza.

Zadanie 35 (PM) Niech a i b bedaq réznymi wierzchotkami w G. Jesli ab ¢
E, to minimalna liczba wierzchotkow rozdzielajacych a od b, ale roznych od
a 1 b, jest rowna maksymalnej liczbie niezaleznych a — b Sciezek.

Zadanie 36 (RW) Niech a i b bedq réznymi wierzchotkami w G. Mini-
malna liczba krawedzi rozdzielajacych a od b jest rowna maksymalnej liczbie
krawedziowo roztgcznych a — b sciezek.

Zadanie 37 (PWr) G jest krawedziowo k-spdjny wgdy zawiera k krawedziowo
roztgeznych Sciezek pomiedzy kazda para roznych wierzchotkow.

Zadanie 38 (DP) Jesli G jest 2-spdjny, G # K3, to dla kazdej krawedzi e,
G — e lub Gle jest tez 2-spdjny.

Zadanie 39 (MS) Jesli G jest 3-spojny, xy € E, to Glry jest 3-spojny
wgdy G — {x,y} jest 2-spajny.

Zadanie 40 (PWa) G jest 3-spdjny i 3-reqularny wgdy mozna go otrzymaé
2z K* w wyniku ciagu operacji polegajacych na postawieniu po 1 nowym wierz-
chotku na dwéch krawedziach i potaczeniu nowych wierzchotkow ze soba.
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Zadanie 41 (PWa) Jesli G jest k-spojny, k > 2 i |G| > 2k, to G zawiera
cykl dtugosci co nagmniej 2k.

Zadanie 42 (PWa) Jesli G jest k-spojny, k > 2, to kazde k wierzcholkéw
lezy na cyklu.

Zadanie 43 (PM) Jesli G jest spojny, k-reqularny i 2-dzielny, to jest 2-
spagny.

Graf skierowany jest silnie spdjny jesli dla kazdej uporzadkowanej pary
wierzchotkéw (a, b) istnieje skierowana a — b $ciezka.

Zadanie 44 (RW) Jesli mozna rozspdjnic silnie spdjny graf usuwajac co
najwyzej k krawedzi, to mozna go tez rozspojnic odwracajac kierunki co na-
Jwyzej k krawedzi.

Zadanie 45 (PWr) Graf G mozna zorientowac tak, by otrzymany graf skierowany
byt silnie spojny wgdy G jest krawedziowo 2-spdjny.

Zadanie 46 (MM) Turniej jest silnie spdjny wgdy jest hamiltonowsks.

Zadanie 47 (MS) Dila n > 3, niech G, = K, — |n/2|Ks, tzn. G, jest
otrzymany z grafu petnego przez usuniecie najwiekszego skojarzenia. Obliczyé

k(Gp).

Graf G nazywamy k-zwartym, gdy |G| > 2k oraz, dla kazdego ciagu
roznych 2k wierzchotkow sq,..., sk, t1,...,t, istnieje k roztacznych Sciezek
Py, ..., Py, gdzie P; jest s; —t; Sciezka, 1 =1,... k.

Zadanie 48 (DP) Pokazal, zZe kazdy k-zwarty graf jest (2k — 1)-spojny, i
ze odwrotnie by¢ nie musi.



Zadanie 49 (PWa) Kazdy graf G o ||G|| > 1 ma podgraf H taki, Ze

S(H) > 5d(H) > 2d(G)

Zadanie 50 (RW) Pokazaé, Ze lesistosé grafu dana jest wzorem
L]
HCG |H| —1

Zadanie 51 (MS) Wyznaczyé lesistosé grafow K, i K, ., oraz skonstruowaé
optymalne podziaty na lasy dla K, 1 Ky 4.

Zadanie 52 (MS) Wyznaczyc lesistosé grafow k-regularnych oraz wskazaé
optymalny podziat grafu Petersena.

Liniowq lesisto$¢ definiuje sie tak samo jak zwykla, ale wymaga sie, by
kazda sktadowa kazdego lasu byla Sciezka.

Zadanie 53 (MM) Korzystajac z podzialu grafu petnego na cykle Hamil-
tona, wykazac, ze lintowa lesisto$¢ 1 lesistosé grafu petnego pokrywajq sie.

Istnieje hipoteza, ze liniowa lesistosé i lesistosé pokrywaja sie dla kazdego
grafu regularnego. Hipoteza ta pozostaje otwarta, cho¢ wykazano ja juz dla
graféw k-regularnych, k£ < 10. Dla k& = 2 jest trywialna. Dla k& = 3 juz nie.

Zadanie 54 (PWr) Korzystajac z Tw. FEulera pokazaé, Ze z prawdziwosci
hipotezy dla k = 3 wynika jej prawdziwosé dla k = 6, dla grafow o parzystej
liczbie krawedza.

Zadanie 55 (PM) Korzystajac z Tw. Eulera i Tw. Petersena pokazaé, Ze
z prawdziwosct hipotezy dla k = 5 1 pewnego nieparzystego r > b, wynika jej
proawdziwosé dla k =r + 5, dla grafow o parzystej liczbie krawedzi.



Zadanie 56 (MM) Pokazaé, ze dla drzewa o maksymalnym stopniu A, jego

liniowa lesistosé wynosi [5].

Zadanie 57 (MM) Pokazaé, ze kazdy TX jest réwniez M X oraz, Ze przy
A(X) <3, kazdy M X zawiera TX.

Zadanie 58 (PM) Wywnioskowaé Wniosek 8.

Zadanie 59 (RW) Pokazaé, Ze w przestrzeni &, iloczyn skalarny < F, F' >=
0 wgdy |F N F'| jest liczba parzysta.

Zadanie 60 (PWr) F € C wgdy wszystkie stopnie w (V, F) sa parzyste.

Zadanie 61 (PWa) F € C wgdy F jest suma krawedziowo roztacznych
cykli.

Zadanie 62 (DP) C jest generowana przez indukowane cykle, tzn. ma baze,
ktorej elementami sa wytgcznie indukowane cykle grafu G.

Zadanie 63 (PM) (a) K4 spetnia Tw. 15
(b) Jesli G jest 3-spdjny, a e taka krawedzia, ze Gle tez jest 3-spdjny, to
zaden trojkat zawierajgcy e nie jest rozdzielajgcy.

Cieciem (krawedziowym) nazywamy zbiér krawedzi postaci E(V7, Vs),
gdzie V(G) = V4 U Va, tzn. zbidr wszystkich krawedzi o jednym koricu w
Vi a drugim w V. Dla v € V(G), oznaczmy E(v) = E(v, V(G) — v). Niech

C* bedzie zbiorem wszystkich cie¢ grafu G.

Zadanie 64 (DP) (a) C* jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni &;
(b) C* jest generowana przez {E(v) :v € V}.
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Zadanie 65 (MS) Wskazaé baze w C*.

Przypomnijmy, ze przestrzen ortogonalna wzgledem danej podprzestrzeni

FCEtoF={D: <F,D>=0 ¥V FeJF}.

Zadanie 66 (PWr) Pokazaé, ze przestrzenie C i C* sq wzajemnie ortogo-
nalne.

Zadanie 67 (PWa) Wyznaczyé wymiary C i C* poprzez n = |G| i m =
IGII, gdy G jest spdjny.

Zadanie 68 (PM) W 2-spdjnym grafie pltaskim kazda $ciana jest ogranic-
zona cyklem.

Zadanie 69 (MS) W 2-spdjnym grafie plaskim wszystkie skoriczone Sciany
tworzq baze przestrzeni C. (2 dowody: 1. opiera sie na wzorze Eulera, 2. -
nie.)

Zadanie 70 (RW) Korzystajac ze wzoru Eulera pokazaé, ze ani K° ani
Ks 5 nie jest planarny.

Zadanie 71 (MM) Pokazac¢ 2 sposobami (Euler i Kuratowski), ze graf Pe-
tersena nie jest planarny.

Zadanie 72 (MM) Kazdy graf planarny bez Cy ma co najwyzej (15n—30)/7
krawedzi. ZnaleZé graf, ktory osiaga to oszacowanie.

Baze przestrzeni C (C*) nazywamy prosta, gdy kazda krawedz grafu G
nalezy do nie wiecej niz dwéch elementéw tej bazy.

Zadanie 73 (RW) C* ma baze prostaq.
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Zadanie 74 (PM) Jesli C(G) ma baze prosta, to dla kazdej krawedzi e €
E(G), C(G — e) ma tez baze prosta.

Zadanie 75 (PWr) Jesli C(G) nie ma bazy prostej, to C(T'G) tez jej nie
ma.

Zadanie 76 (PWa) Pokazalé, ze Ks3 nie ma bazy prostej.

Zadanie 77 (MS) Udowodni¢ Tw. 17.

Zadanie 78 (DP) Oszacowaé lesistosé grafu planarnego.

Zadanie 79 (MM) Dodanie krawedzi e do grafu maksymalnie planarnego
G 0 |G| > 5 powoduje powstanie w G + e zaréwno TK® jak i TKj 3.

Zadanie 80 (PWa) Jesli G ma (wtasciwe) kolorowanie, w ktdrym Zaden
kolor nie wystepuje dokladnie raz, to G ma tez takie x(G)-kolorowanie.

Zadanie 81 (WSZYSCY) Dane sa dwie wyimaginowane mapy: jedna na
Ziemi, druga na Ksiezycu. Kazdy kraj ma swéj spojny obszar na obu ciatach
niebieskich. Ile koloréw trzeba (wystarcza), by pomalowaé poprawnie wszys-
tkie kraje na obu mapach, pamietajac, zZe kraje sasiednie muszq miec¢ rozne
kolory, a obie czeSci kazdegu kraju sq tego samego koloru.

Zadanie 82 (DP) Wierzcholki dowolnego grafu mozna uporzadkowaé w ten
sposdb, zZe algorytm zachlanny uiywa tylko x(G) kolordw.

Zadanie 83 (PM) ZnaleZé 2-dzielny graf na 2n wierzcholkach, ktdrego wierz-
chotki mozna uporzgdkowac tak, zZe algorytm zachtanny potrzebuje n kolorow.
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Zadanie 84 (MS) Wyznaczyc indeks chromatyczny grafu Petersena.

Zadanie 85 (PWr) Dia kazdego k znajdz graf 2-dzielny o liczbie wyboru k.

Zadanie 86 (RW) Nie korzystajac z Twierdzenia Thomassena, pokazaé, Ze
kazdy graf planarny ma liczbe wyboru nie wieksza niz 6.

Zadanie 87 (DLA WSZYSTKICH) ZnaleZé graf planarny o liczbie wyboru 5.

Zadanie 88 () Klasa grafow doskonalych nie jest zamknieta ze wzgledu na
usuwanie ani na kontrakcje krawedzi.

Zadanie 89 () Wywnioskowaé Tw. 21 z Hipotezy Berge’a.

Zadanie 90 () Dla grafu interwatowego G pokazaé, ze (a) x(G) = w(G),
(b) x(G) = w(G), (c) G jest przekatniowy.

Zadanie 91 () Dla grafu G wszystkich poréwnar posetu P udowodnic, Ze

(a) X(G) = w(G), (b) x(G) = w(G).

Zadanie 92 () Dia grafu dwudzielnego G x(G) = w(G).

Zadanie 93 () Korzystajac z rezultatow przedstawionych na wyktadzie, podaé
1-linggkowy dowdd tw. dualnego do tw. Koniga :W kazdym grafie dwudziel-
nym G bez wierzcholkow izolowanych minimalna liczba krawedzi pokrywajacych
wszystkie wierzchotki wynosi a(G).
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Zadanie 94 () Graf G jest doskonaly wgdy kazdy podgraf indukowany G’
ma zbior niezaleiny przecinajacy wszystkie kliki w G'.

Zadanie 95 () Pokazaé, ze jesli H jest grafem krawedziowym dowolnego
grafu, to x(H) € {w(H),w(H) + 1}.

Zadanie 96 () Pokazad, ze jesli k(G) > 3, to G = TK*.

Zadanie 97 (WSZYSCY) Pokazaé, ze HH jest prawdziwa dla r = 4. Nie
nalezy korzystac z Zadnych innych wynikow, natomiast trzeba udowodnic indukcjq
wzgledem |G|, ze kazde 3-kolorowanie indukowanego cyklu w grafie bez M K*
mozna rozciagnaé na caty graf. (Po drodze zastosowaé poprzednie zadanie,
Tw. Mengera o wachlarzach.)

Zadanie 98 () Wywnioskowaé tw. o 4 kolorach z HH dla r = 5.
Zadanie 99 () Pokazaé, ze HH dla r + 1 implikuje HH dla r.

Zadanie 100 (WSZYSCY) Udowodni¢ HH dla grafow krawedziowych. (Zredukowaé
do grafow k-krytycznych i zastosowaé tw. Vizinga.)

Zadanie 101 () Niech G = (X,Y, E) bedzie dwudzielnym grafem e-reqularnym
0 gestosci dg(X,Y) = d. Pokazaé, ze

(a) jesli d > 2e, to istnieje zbior A C [X]* o mocy |A] > (1 — 66)(‘2|)
taki, ze dla wszystkich par u,v € A mamy

(d—e€)Y| < degu,degv < (d+€)|Y|
oraz
(d—€)*|Y| < deg(u,v) < (d+€)*Y];

(b) jesli A C X, BCY, |A|l>n|X]|i|B|l>n|Y|, to podgraf GIAU B|
grafu G indukowany przez zbiory A i B jest €/n-reqularny;

(c) jesli E' C E, |E'| = n|E|, to podgraf G — E' = (X,Y,E — E’) jest
(e + n) -regularny.

11



Zadanie 102 () Niech G = (X,Y,E), n = |X| = |Y|, bedzie dwudzielnym
grafem e-regularnym o gestosci dg(X,Y) = d. Wprowadzmy (niestandard-
owe) oznaczenie N(S) = (,cg Na(v) dla zbioru wszystkich wspélnych sgsiadow
wierzchotkow zbioru S, gdzie S C X. Mowimy, ze zbior S jest dobry, gdy

(d ="t <IN(S)] < (d+ ).

Pokazac, ze

(a) kazdy dobry zbior S mocy k jest zawarty w co najwyzej 2en zlych (=
nie dobrych) zbiorach mocy k + 1;

(b) wszystkie zbiory k-elementowe S C X, oprécz co najwyzej ek(}), sa
dobre.

Zadanie 103 () Niech G = (X,Y,E), n = |X| = |Y/|, bedzie dwudzielnym
grafem e-reqularnym o gestosci dg(X,Y) = d > 2¢. Pokazaé, ze jesli 6(G) >
€, to G ma skojarzenie doskonate. Czy w tym zadaniu e-regularnosé mozna
zastapic stabszym warunkiem?

Zadanie 104 () Pokazad, ze jesli graf G o n wierzchotkach posiada e-reqularny
podziat (Vo, Vi, ..., Vi), gdzie |Vo| < en, to posiada on tez \/e-reqularny podzial
(Vg, V{, ..., V), gdzie |Vy| < k — 1. Czy stala /e jest tu najlepsza mozliwa?

Zadanie 105 () Dane sa 3 zbiory wierzchotkéw X, Y i Z, wszystkie mocy
n. Pokazaé, ze jesli Gy = (X,Y, Ey), Go = (X, Z,Ey) i G3 = (Y, Z, E3) sq
e-reqularnymi grafami dwudzielnymi, kazdy o gestosci d, to liczba trojkatow
T w sumie grafow G U Gy U G5 spetnia nieréwnosci

(1—2¢)(d—e€)’n’ <T < [2¢+ (d+€)*]n°

Zadanie 106 () Pokazaé, Ze kazda para (X,Y), ktora jest e-reqularna w
grafie G, jest takze e-reqularna w dopetnieniu G¢ grafu G.

Zadanie 107 () Jesli (A, B) jest e-reqularng parg o gestosci d, orazY C B,
Y| > €| B|, to wszystkie oprocz co najwyzej €| A| wierzchotkéw v € A maja co
nagmniej (d — €)|Y| sasiadéw w'Y .
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