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1 Twierdzenie strukturalne Gallai’a 1 Edmondsa
Niech G = (V, E) bedzie grafem, a v € V. Wprowadzmy oznaczenia
Ne(v) ={ue G:uw € E(G)}

i,dlaSCV,
Na(S) = | Na(v).
vES
Zbiory Ng(v) i Ng(S) nazywamy sgsiedztwami.

Skojarzenie M w grafie G' to dowolny podgraf grafu G ztozony z roztacznych
krawedzi. Mowimy, ze skojarzenie M nasyca zbior S, gdy S C V(M). Sko-
jarzenie jest doskonate, gdy nasyca caly zbior V(G). Skojarzenie doskonale
nazywane jest czesto 1-faktorem.

Twierdzenie 1 (Hall, 1935) Niech G = (V4, Vs, E) bedzie grafem dwudziel-
nym. Wtedy G posiada skojarzenie nasycajgce Vi wtedy @ tylko wtedy, gdy
dla kazdego S C Vi zachodzi nierdwnosc

[Na(5)] = |5]. (1)

Niech Cg bedzie rodzing wszystkich sktadowych grafu G, a ¢(G) — liczba
sktadowych nieparzystych, tzn.

q(G) = {C € Cq : |V(C)] jest liczba nieparzysta }|.



Twierdzenie 2 (Tutte) G ma 1-faktor wgdy dla kazdego S
q(G=5) < |s].

Graf G nazywamy factor-critical gdy Vg # 01 dla kazdego v € Vg podgraf
G — v ma 1-faktor. Zbiér S C Vi nazywamy matchable, gdy graf dwudzielny

Hs = (5,C5_5,{sC : Jc € V(C) : sc € E(G)})
ma skojarzenie nasycajace S.

Twierdzenie 3 (Tw. Strukturalne, Gallai 1964, Edmonds 1965 {D 2.2.3.})
Dla kazdego grafu G

(a) Istnieje S C V(G) taki, ze
(i) S jest matchable
(ii) Kazda sktadowa C € Cq_g jest factor-critical
(b) Dla kazdego S C V(G) spetniajgcego warunki (i) and (ii)
G ma 1-faktor & |S| = [Ca-s]-

Uwaga 1 Tw. strukturalne implikuje Tw. Tutte’a, bo 35 C V(G) taki, ze

(i) (i) T.T.
S| < |Ca-s|l = a(G=5) < |S] = [S|=ICesl,
wie na podstawie czesci (b), G ma 1-faktor.

Uwaga 2 Czes¢ (a) implikuje czes¢ (b), bo jesli G ma 1-faktor, to jak
poprzednio z (a) wynika, ze |S| = |Cq_s|; a w druga strone, jesli |S| = [Ca—s|,
to konstruujemy 1-faktor M w G ze skojarzenia Mg nasycajacego S w Hg
(Ms jest w tym przypadku doskonate) oraz z 1-faktorow M, w C — vy, gdzie
se S, v, e V(C), asvs € Mg.

Uwaga 3 Tw. Strukturalne moéwi wiele na temat struktury najwiekszych
skojarzen (nie tylko doskonaltych). Jesli S speia (i) i (ii), to mowimy, ze
skojarzenie M jest generowane przez S, gdy powstaje z S w spos6b opisany
w Uwadze 2. (Jesli |S| < |Cg—s], to M nie jest doskonale.) Ten sam zbior S
moze generowal wiele skojarzen, wszystkie tej samej mocy

1
S| +§(n— S| = Ca-sl) »

gdzie n = |V (G)].



Obserwacja 1 Kazde najwieksze skojarzenie M w G jest generowane przez
kazdy zbior S C V(G) spetniajacy warunki (i) i (ii).

Dowdd:  Ustalmy najwieksze skojarzenie M w G oraz zbior S C V(G)
speliajacy warunki (i) i (ii). Niech Mj bedzie dowlnym skojarzeniem gen-
erowanym przez S. Skracajac Cg_g do C, mamy

1
M 2 [Mo] = IS+ 5 (n— 18] = [C)

Niech kg bedzie liczbg krawedzi M o przynajmniej jednym koncu w S, a k¢
— liczba pozostatych krawedzi M. Wtedy

1
ks <|S] k:c§§(n—|5|—|C|),
gdzie druga nier6wno$é¢ wynika stad, ze krawedzie liczone przez k¢ nie nasy-

caja przynajmniej po jednym wierzchotku z kazdej sktadowej C' € C. Poniewaz
|M| = ks + k¢, to

1
ks =[S ke =5 (n—[S]=Cl),
a wiec M tez jest generowane przez S. [ ]
Dowdd Twierdzenia 3(a): Dowod opiera sie na indukcji wzgledem n =

|[V(G)|. Dla n =1 wybierzmy S = ). Dla n > 2 zalézmy, ze Twierdzenie 3
jest prawdziwe dla wszytkich grafow G’ z |V (G')| < n.

Zdefiniujmy parametry dg(7T') := d(T) = ¢(G=T)—|T|id = maxpcy da(T).
(Parametr d mozna by nazwaé deficytem Tutte’a). Biorac T = (), widzimy,
ze d > dg(0) > 0. Niech S bedzie najwickszym zbiorem S speliajacym
rownosé¢ dg(S) = d. Pokazemy, ze S spelnia warunki (i) i (ii) z czesci (a)
Twierdzenia 3. Zrobimy to w 3 krokach, ujetych w formie faktéw. Niech
C .= CG—S'

Fakt 1 |C| =¢(G —95)

Dowdd:  Przypusémy nie wprost, ze 3C € C, taka ze |V(C)| jest liczba
parzysta. Dla dowolnego ¢ € V(C), wezmy T = SU{c} i C" = C — ¢
Poniewaz |V (C")| jest liczba nieparzysta, to ¢(C') > 1. Stad ¢(G —T) >
q(G —9) + 1, wiec d(T') > d(S5), co jest sprzeczne z wyborem S. u

3



Fakt 2 VC € C : sktadowa C' jest factor-critical.
Dowdéd: Przypusémy nie wprost, ze 3C € C  dc € V(C) takie, ze C' = C—c
nie ma 1-faktora. 7 zalozenia indukcyjnego zastosowanego do C’ oraz Tw.
Tutte’a (patrz Uwaga 1) 35" C V(C') taki, ze ¢(C" — S") > |S'| + 1. Ale,
q(C" = 8") = |T'| ( mod 2), wiec q(C" — S§") > |S’| + 2, co jest rownowazne
temu, ze de/(S') > 2. Wezmy T = S U {c} US". Wtedy

AT) > d(S) = 1— 1+ de(S) > d(S),

gdzie pierwsza "1"jest odjeta z powodu utraty sktadowej C, a druga z powodu
dodania wierzchotka c. To stoi w sprzecznosci z wyborem zbioru S. [ ]

Fakt 3 S jest matchable.

Dowdd: Jedli nie, to z Tw. Halla istnieje podzbior S’ C S taki, ze [Ny (S)| <
|S7|. Wtedy jednak, biorac T'= S\ S’, mamy

d(T) = q(G =T) = |T| = ¢(G = §) = [N ()| = S|+ [5'] > d(5) = d,

sprzecznosé¢ z definicja d. [ ]



