4 2-sp6jnosé, 3-sp6jnosé

Zacznijmy od poje¢ podstawowych.

A — B §ciezka. Niech A, B C V(G). A — B $ciezka nazywamy dowolna,
Sciezke o poczatku w A i koricu w B, ktora nie zawiera zadnych innych
wierzchotkow z AU B.

H-$ciezka. Jesli H jest podgrafem G,a A= B =V(H), to A— B $ciezke
nazywamy H-Sciezks.

Spojnosé. Graf G jest spojny, gdy kazde dwa jego wierzchotki v, u sa
poltaczone $ciezka, tzn. istnieje A — B sciezka, gdzie A = {u} i B = {v}.
Rownowaznie, dla kazdego podziatu V(G) = UUW istnieje krawedz o jednym
konicu w U, a drugim w W.

Sktadowe spojnosci. Kazdy maksymalny podgraf spojny grafu G nazy-
wamy sktadows. Kazdy wierzchotek nalezy do doktadnie jednej sktadowe;.

Zbior rozdzielajacy. Niech A, B C V, X C VU E. Mowimy, ze X
rozdziela A 1 B w G, jesli kazda A — B §ciezka ma wspolny element z X.
Mowimy, ze X jest zbiorem rozdzielajacym G (albo X rozdziela G), gdy X
rozdziela w G jakies dwa wierzchotki spoza X.

Ciecia. Gdy zbior X rozdzielajacy graf G sktada sie tylko z wierz-
chotkow (tylko z krawedzi) to nazywamy go tez cieciem wierzchotkowym
(krawedziowym).

k-sp6jnosé. Graf G jest k-spojny, gdy |G| > k i G nie ma ciecia wierz-
chotkowego mocy mniejszej niz k. Najwiekszg liczbe naturalng k taka, ze G
jest k-spojny nazywamy stopniem spojnosci i oznaczamy przez k(G). Zatem
graf jest k-spojny wgdy x > k.

Krawedziowa k-spdjnosé. Graf G jest k-krawedziowo-spojny, gdy
|G| > 11 G nie ma ciecia krawedziowego mocy mniejszej niz k. Najwieksza
liczbe naturalng k taka, ze G jest k-krawedziowo-spojny nazywamy stop-
niem spojnosci krawedziowej i oznaczamy przez x/'(G). Zatem graf jest k-
krawedziowo-spojny wegdy <’ > k.

Dla kazdegio grafu zachodza nieréwnogci:

k<K <94

Wierzcholek ciecia. To wierzcholek rozdzielajacy dwa inne wierzchotki.
Inaczej, 1-elementowe ciecie wierzchotkowe.

Most (krawedz ciecia). To krawedz rozdzielajaca jej konce. Inaczej,
1-elementowe ciecie krawedziowe.
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Fakt 4 (D 3.1.3) G jest 2-spdjny wgdy mozna go skonstruowaé zaczynajgc
od cyklu @ kolejno dodajqgc H-5Sciezki do aktualnego grafu H.

Dowod: W jedna strone jest to oczywiste. Podamy dowod w druga. Jako
graf 2-spojny, G ma 0(G) > 2, wiec zawiera cykl. Niech H bedzie maksymal-
nym podgrafem grafu G konstruowalnym w sposob opisany w teksécie Faktu 4.
H musi by¢ podgrafem indukowanym, bo kazda krawedz zy € E(G) \ E(H),
gdzie x,y € V(H), jest H-Sciezka. Przypusémy nie wprost, ze H # G. Wt-
edy na podstawie spojnosci G, istnieje krawedz vw taka, ze v € V(G)\V(H)
aw € V(H). Ale G jest 2-spojny, wiec podgraf G — w zawiera v — V(H)
Sciezke P. Ta éciezka, przedtuzona o krawedz wuv jest H-Sciezka — sprzecznosé
z maksymalno$cig wyboru podgrafu H. [ |
Kontrakcja ($ciagniecie) krawedzi. To operacja polegajaca na zasta-
pieniu krawedzi e = xy, jednym wierzchotkiem v, i zachowaniu wszystkich
krawedzi wychodzacych z x lub y, nie wprowadzajac przy tym petli ani
krawedzi wielokrotnych. Formalnie, nowy graf to Gle = (V,, E.), gdzie

Ve=(V —{z,y}) U{ve}
E.={vw e E : {v,w}{z,y} = 0}U{vew : 2w € Elub yw € E, w # x,y}.

Lemat 2 (D 3.2.1) Jesli G jest 8-spdjny oraz |G| > 4, to G ma krawedz
takq, ze Gle tez jest 3-spdjny.

Dowdd:  Przypusémy nie wprost, ze dla kazdej krawedzi zy € FE(G), graf
G|y ma ciecie wierzchotkowe S, gdzie |S| < 2; co wiecej v,y € S'1|S] = 2.
Niech S = {vgy,2}. Wtedy T' = {z,y, 2} jest minimalnym cieciem wierz-
chotkowym w G. Zatem, kazdy wierzcholek z T" ma sasiada w kazdej sktad-
owej C' grafu G — T. Wybierzmy krawedz zy, trzeci wierzchotek z oraz
sktadowa C' w ten sposob by |C| byta minimalna.

Niech v bedzie sasiadem z w C. Poniewaz G|zv nie jest 3-spojny, to
istnieje w taki, ze {z,v,w} jest minimalnym cieciem w G. Poniewaz zy €
E(G), to jasne jest, ze G — {z,v, w} ma skltadowa D taka, ze DN {z,y} = 0.
Niech v’ bedzie sasiadem v w D. Poniewaz v’ jest rozny od x,y, z, to musi
naleze¢ do C, a stad D C C (wyjasnienie: kazdy v” € D jest polaczony
Sciezka z v — poprzez v’ — ktora omija {x,y, z}; zatem v” nalezy do tej samej
sktadowej w G — T co v, czyli do C'.) Jednak v € C'\ D, wiec |D| < |C] -

sprzecznosc. |
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Twierdzenie 7 (Tutte, 1961 { D 3.2.2 }) G jest 3-spdjny wgdy istnieje
cigyg

Gy = K4,Gy,....,Gy1,G, = G taki, ze dla kazdego 1 < n istnieje w Giiq
krawedz xy spetniajgca warunki: d(z),d(y) > 3 oraz Gy = Giq|xy.

Dowaod: Implikacja w jedng strone wynika natychmiast z Lematu 2. W druga
strone wystarczy pokazad, ze jesli G; jest 3-spojny, to G411 tez. Przypusémy
nie wprost, ze istnieje ciecie wierzchotkowe S w (11 mocy |S| < 2. Niech
C1, Cy beda dwoma sktadowymi grafu G;.1 —S. Bez straty ogélnosci mozna
przyjaé, ze {z,y} NV (Cy) = 0. Gdyby V(Cs) 2 {z,y} lub gdyby istnial
v € V(Cy), v # z,y, to graf G; = Gi1|ry nie bylby 3-spojny. Zatem
V(Cy) = {x} lub V(Cy) = {y}, ale to przeczy zalozeniu, ze d(x),d(y) > 3.

|

Whniosek 2 (Wheel Theorem, Tutte) G jest 3-spdjny wgdy istnieje cigg
Go =Ky, Gy, ...,G, 1, G, = G taki, ze dla kazdego i < n, Gy powstaje z G;
poprzez rozszczepienie dowolnego wierzchotka v na dwa sgsiednie wierzchotki
v i 0", polgczone dowolnie z sqsiadami v, ale tak by d(v'), d(v") > 3, oraz by
NGi+1 (U/) U NGi+1 (U”) = NGi(U)’ u
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