5 Twierdzenie Mengera

Twierdzenie 8 (Menger, 1927 {D 3.3.1.}) Niech G bedzie grafem i niech
A, B CV(G). Wtedy minimalna liczba wierzchotkéw rozdzielajgcych A i B
rowna sie maksymalnej liczbie roztgcznych A — B Sciezek.

Dowod: Zauwazmy, ze nieré6wno$¢ min > max jest oczywista, bo dowolny
zbior rozdzielajacy musi zawiera¢ po 1 wierzchotku z kazdej $ciezki z dowol-
nej rodziny rozlacznych $ciezek. Niech k = k(G, A, B) bedzie minimalng
liczba wierzchotkow rozdzielajacych A i B. Wystarczy pokazaé, ze G ma k
roztacznych A — B $ciezek.

Stosujemy indukcje wzgledem ||G|| = |E(G)|. Jesli G jest pusty, to k =
|AN B|itylez jest roztacznych (trywialnych) A — B-$ciezek.

Niech teraz e = zy € E(G). Przypusémy, ze w G nie ma k roztacznych
A — B-sciezek. Pokazemy najpierw, ze wtedy istnieje zbior X rodzielajacy A
i B taki, ze e C X 1|X|=k.

Rozwazmy graf Gle, a w nim zbiory A" i B', gdzie dla C' = A, B, C' = C
gdy Cne=(oraz C' =C\ (CNne)U{v.}, gdy CNe # ). Skoro w G nie ma
k roztacznych A — B-Sciezek, to w G|e nie ma k roztacznych A’ — B’-$ciezek.

Z zatozenia indukcyjnego, Gle ma zbior Y, ktory rozdziela A’ i B’ i ma
moc |Y| < k. Jeslive ¢ Y, to Y rodziela Ai B w G — sprzecznos¢. Zatem v, €
Y, ale wtedy zbior X =Y \ {v.} Ue jest szukanym zbiorem rozdzielajacym
w G. Mamy |X| < k, wiec na podstawie definicji k, | X| = k.

Teraz spojrzmy na graf G — e. Poniewaz e C X, kazdy zbior rozdziela-
jacy A1 X w G — e rozdziela rowniez A i B w (G, wiec ma co najmniej k
wierzchotkow. 7 zatozenia indukcyjnego, w G — e jest wiec k roztgcznych
A — X $ciezek, i podobnie, jest tam k roztacznych B — X $ciezek. Poniewaz
X rozdziela A i B, te dwie rodziny Sciezek nie przecinaja sie poza X i na ich
bazie mozna tatwo zbudowa¢ k roztacznych A — B $ciezek. (Logiczna struk-
tura tego dowodu jest nastepujaca: z koniunkcji (p A =q) wywnioskowalismy
q, ale implikacja (p A —q) = ¢ jest logicznie rownowazna implikacji p = ¢,
ktora byta naszym celem.) [ |

Alternatywny dowdd Tw. 8 (Bohme, Géring, Harant, 1999):

Udowodnimy mocniejszy fakt. Niech Kon(P) bedzie zbiorem koricow
(w B) wszystkich $ciezek danej rodziny A — B $ciezek P. Niech G bedzie
grafem 1 A, B C V(G). Dla kazdej rodziny A — B Sciezek P takiej, ze
|P| < k = k(G, A, B) istnieje rodzina A— B $ciezek Q taka, ze |Q| = |P|+ o0
oraz Kon(P) C Kon(Q).
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Przy ustalonych G i A, dowdd jest indukcyjny wzgledem |G — B|. Przy-
padek |G — B| = 0 jest oczywisty. Przyjmijmy teraz, ze B # V(G) i ze
P jest rodzing mniej niz k A — B Sciezek. Niech R bedzie dowolng A — B
Sciezka omijajaca Kon(P). Taka Sciezka istnieje bo zaden zbiér mocy k — 1
nie rozdziela A i B.

Jesli R omija wszystkie Sciezki w P, to rodzine Q otrzymujemy dodajac
R do P. W przeciwnym razie niech x bedzie ostatnim wierzchotkiem $ciezki
R wspolnym z jakas Sciezka P z P. Zastapmy Sciezke P przez Pz w P, otrzy-
mujac nowa rodzine P’ i jednoczes$nie rozszerzmy B o wierzcholki nalezace
do podsciezek P i xR i nazwijmy nowy zbior B’. Zatem P’ jest rodzina
k—1 A— B’ §ciezek. Ponadto, k(G, A, B') > k(G,A,B)i|G—-B'| < |G- B,
wiec z zatozenia indukcyjnego, istnieje rodzina Q" A — B’ $ciezek, taka, ze
|Q'| = |P'| + 1 oraz Kon(Q') D Kon(P’).

Zatem istniejg w Q' Sciezki P, i P, takie, ze P, koiiczy sie w x, a P, konczy
sie w pewnym wierzchotku y & Kon(P’). Obiecana rodzine Q konstruujemy
nastepujaco:

I. Jedli y € x P, to wymieniamy Sciezki P, i P, na ich wydtuzenia P, UxP
i P, UyR;

II. Jedli y € P, to odwrotnie: zast¢pujemy P, i P, Sciezkami P, U xR i
P,UyP. [ |

Zbior a — B $ciezek nazywamy wachlarzem (fan) jesli kazde dwie z nich
maja tylko 1 wspolny wierzchotek (a).

Whiosek 3 (D 3.3.4) Dla B C V ia € V \ B, minimalna liczba wierz-
chotkow rozdzielajgcych a od B i roznych od a jest rowna maksymalnej mocy
a — B wachlarza.

Wnhiosek 4 (D 3.3.5) Niech a i b bedq réznymi wierzchotkami w G.

(i) Jesli ab € E, to minimalna liczba wierzchotkow rozdzielajgcych a od
b, ale roznych od a i b, jest rowna maksymalnej liczbie niezaleznych a — b
Sciezek.

(i) Minimalna liczba krawedzi rozdzielajgcych a od b jest rowna maksy-
malnej liczbie krawedziowo roztgcznych a — b $ciezek.

Twierdzenie 9 (Globalne Tw. Mengera {D 3.3.6}) (i) G jest k-spdjny
wgdy zawiera k niezaleznych Sciezek pomiedzy kazdg parg roznych wierz-
chotkow;

(ii) G jest krawedziowo k-spdjny wgdy zawiera k krawedziowo roztgcznych
sciezek pomiedzy kazdq parg roznych wierzchotkow.
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Dowdd: (i) Jesli G ma k niezaleznych $ciezek pomiedzy kazda para wierz-
chotkéw, to |G| > k i nie ma ciecia wierzchotkowego mocy mniejszej od k.
Zatem G jest k-spojny.

Przypusémy, ze k-spojny graf G ma dwa wierzchotki a, b nie potaczone
k niezaleznymi $ciezkami. Na podstawie Wniosku 4, ab € E(G). W grafie
G' = G—ab, sa co najwyzej k—2 niezalezne $ciezki pomiEdzy a i b. Ponownie
z Wniosku 4, a i b mozna rozdzieli¢ w G’ zbiorem X mocy k — 2. Poniewaz
|G| = |G’| > k, istnieje v ¢ X U {a,b}. Zbiér X musi rozdziela¢ w G’ v od
a lub b. Przyjmijmy, ze X rodziela w G’ v i a. Wtedy jednak zbior X U {b}
mocy k — 1 rozdziela w G v i a — sprzeczno$¢ z k-spojnoscia G. [ ]
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