6 ,Linking"

Definicja grafu k-zwartego (ang.: k-linked). Graf G nazywamy k-zwartym,

gdy |G| > 2k oraz, dla kazdego ciagu roznych 2k wierzchotkow sq, ..., Sk, t1, . . ., g,
istnieje k roztacznych Sciezek Py, ..., Py, gdzie P; jest s; — t; Sciezka, 1 =
1,..., k. Jest to wlasno$¢ mocniejsza od k-spojnosci.

Twierdzenie 10 (Jung 1970; Larman & Mani, 1970, {D 3.5.2}) Istnieje
funkcja f taka, ze dla kazdego k, kazdy f(k)-spdjny graf jest k-zwarty.

W dowodzie Tw. 10 jako lemat wykorzystuje sie inne twierdzenie o zaw-
ieraniu klik topologicznych, ktore trzeba poprzedzi¢ seria definicji:

Podpodziat grafu. Podpodzialem grafu X nazywamy kazdy graf Y
otrzymany z X przez zastapienie (niektorych) jego krawedzi niezaleznymi
Sciezkami. Piszemy wtedy Y = T'X. UWAGA: TX to nie jeden graf lecz
cala, nieskoniczona rodzina.

Topologiczny minor. Jesli Y = TX C G, to mowimy, ze X jest
topologicznym minorem grafu G (X nie musi by¢ podgrafem grafu G).

Przyktad: X = K3 jest topologicznym minorem grafu Petersena, bo jego
podpodziatem jest Y = Cf, zawarty w grafie Petersena.

Wierzchotki glowne i dodatkowe. Jesli Y = TX oraz §(X) > 3, to
zbior V(X) C V(Y) nazywamy zbiorem wierzchotkow gtownych, a V (V) \
V(X) zbiorem wierzchotkéw pomocniczych. (Latwo je odrézni¢: te drugie
maja stopieri dwa.)

Klika topologiczna. Jedli X = K, to kazdy minor topologiczny Y =
TX C G nazywamy klika topologiczna w G.

Sciagniecie (kontrakcja) podzbioru wierzchotkéw. To operacja
polegajaca na zastapieniu podzbioru wierzchotkow U C V(G) indukujacego
podgraf spojny, jednym, nowym wierzchotkiem vy, zachowujac wszystkie
krawedzie biegnace w G z U na zewnatrz (usuwajac jednak krawedzie rownolegte).
Nowy graf oznaczamy przez G|U.

Lemat 3 (Mader 1967,{D 3.5.1}) Istnicje funkcja h taka, ze kazdy graf
G o Srednim stopniu co najmniej h(r) zawiera TK,.

Dowdd: Dla r < 2 jest to prawda, nawet biorac h(r) = 1. Zalézmy wiec,

ze r > 3. Pokazemy indukcja wzgledem m =1, ..., (g), ze kazdy graf spojny
G o $rednim stopniu d(G) > 2™ zawiera topologiczny minor TX jakiego$
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grafu X o |X|=r1||X|| = m. Dla m = (}), otrzymamy teze twierdzenia z
hr) = 26).

Przypadek m = r jest tatwy. Na podstawie Faktu 5 ponizej, G zawiera
podgraf H o minimalnym stopniu 2"}, wiec zawiera cykl dtugosci co najm-
niej 2"°' + 1 > r. Kazdy taki cykl jest minorem topologicznym cyklu C,,
ktory jest szukanym grafem X.

Zalozmy teraz, ze r < m < (;), G jest spojny, d(G) > 2™. Niech U
bedzie maksymalnym podzbiorem zbioru V(G) takim, ze G[U] jest spojny
oraz d(G|U) > 2™. (U istnieje, bo dla kazdego v € V(G), mamy G|{v} = G.)
Zauwazmy, ze U # V(G), bo wtedy d(G|U) = d(K;) = 0.

Niech H = G[N(U)], gdzie N(U) = Ng(U) \ U jest (niepustym) zbiorem
sasiadow wierzchotkow z U, ktorzy nie naleza do U. Gdyby 6(H) < 2m~1—1,
to mozna by powiekszy¢ zbior U, dodajac do niego wierzchotek v o minimal-
nym stopniu w H. Wtedy e(G|UU{v}) = e(G|U)—1—dg(v) i w konsekwencji
d(G|U U{v}) > 2™ — sprzecznosé¢ z maksymalnoscia U (podgraf G|U U {v}
jest spojny).

Zatem d(H) > §(H) > 2™~ i z zalozenia indukcyjnego, H 2 TZ, gdzie
|Z| = r, ||Z]| = m — 1. Niech z,y beda wierzchotkami gléwnymi 77, nie
potaczonymi krawedzia w Z. Poniewaz z,y € N(U) oraz G[U] jest spojny,
to istnieje x — y $ciezka w G o wszystkich wierzchotkach wewnetrznych w U,
czyli poza H. Dodajac ja do T'Z otrzymujemy minor topologiczny T'X, gdzie
X =ZU{ay}. u

Fakt 5 ({D 1.2.2}) Kazdy graf G o ||G|| > 1 ma podgraf H taki, ze

1
0(H) > §d(H) > —d(G)
Dowdd Twierdzenia 10:  Twierdzenie udowodnimy z f(k) = h(3k) + 2k,
gdzie h jest funkcja z Lematu 3. Niech G bedzie grafem f(k)-spojnym.
Wtedy
d(G) > 0(G) > k(G) > h(3k).

Niech K = T K3, bedzie topologiczna klika rzedu 3k w G, gwarantowana
przez Lemat 3, i niech U bedzie zbiorem jej 3k wierzchotkéw weztowych.
Niech A = {s1,..., Sk, t1,- .., tx} bedzie zbiorem réznych wierzchotkow w
G. Poniewaz k(G) > 2k, to na podstawie Tw. Mengera istnieje rodzina R
ztozona z 2k roztgcznych A—U Sciezek. Wybierzmy jg tak, by zminimalizowaé
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liczbe
U E®)N\EE) |

RER
Niech
R=AP,...,P,Q1,...,Q},
gdzie P; ma koniec w s;, a Q; — w t;, © = 1,...,k. Oznaczmy ich drugie
korice (te w U) przez s, t', odpowiednio, a pozostate wierzcholki w U przez
Uty , Uk

Niech L; bedzie U-$ciezka taczaca u; z s w K. Niech v; bedzie wierz-
chotkiem L;, najblizszym wu;, lezacym na jakiejkolwiek Sciezce R z R. Z
minimalnosci R, R musi sie pokrywa¢ z L; na calym odcinku zaczynaja-
cym sie w v;, (a koriczacym w s'), tzn. v;R = v;L; . W przeciwnym razie,
podsciezka v; R zawieralaby krawedz spoza K, i zastepujac te podsciezke w
R przez v;L;u;, tzn. przez podsciezke L; pomiedzy v; i u;, ktorej wszystkie
krawedzie naleza do K, i ktéra nie ma zadnych innych wierzchotkow wspol-
nych ze $ciezkami z R, otrzymalibysmy A — U Sciezke R’ = Rv; L;u; taka, ze
rodzina R — R + R’ miataby mniej krawedzi poza K niz R.

Stad, R = P,. Podobnie, oznaczajac przez M; U-§ciezke taczaca u; z t* w
K, a przez w; wierzchotek M;, najblizszy u;, lezacy na jakiejkolwiek $ciezce
R z 'R, wnioskujemy, ze ta Sciezka jest ;. Zatem $ciezki s; Pyv; Lyu; Myw;Q;t;,
i=1,...,k, sa rozlaczne (rysunek!), co dowodzi, ze G jest k-zwarty. [ |

Z dowodoéw Lematu 3 i twierdzenia 10 wynika, ze h(r) < 2(9, a f(k)

<
2(%) + 2k. Thomas i Wollan w r. 2005 poprawili to oszacowanie do f(k) <
16k. (Przypomnijmy, ze d(G) > k(G).)

Twierdzenie 11 (D 3.5.3, Thomas i Wollan 2005) Jesli G jest 2k-spdjny
i €(G) > 8k, to G jest k-zwarty. n

Roéwniez oszacowanie z Lematu 3 mozna poprawié¢ i to wlasnie przy po-
mocy Twierdzenia 11: najmniejsza funkcja h(r) jest rzedu 2. Pokazali to,
niezaleznie, Bollobas, Thomason (1998) i Komlés, Szemerédi, (1996).

Twierdzenie 12 (D 7.2.1) Istnieje c takie, ze dla kazdego r, jesli d(G) >
cr?, to G D TK,.

W dowodzie, oprocz Twierdzenia 11 przydatny bedzie nastepujacy fakt.

Twierdzenie 13 (D 1.4.3, Mader 1972) Kazdy graf G o d(G) > 4k ma
(k + 1)-spdjny podgraf H o e(H) > ¢(G) — k.
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Dowdd: Niech v := ¢(G) > 2k i rozwazmy wszystkie podgrafy G’ C G takie,
7€

Gl =2k i |G >A(G] = k). (2)

Poniewaz d(G) < d(K ) < |G|, to G jest jednym z takich podgrafow. Niech
H bedzie takim podgrafem o najmniejszej liczbie |H|.

Zauwazmy, ze kazdy graf G’ spelniajacy (2) ma |G'| > 2k. Zatem, z
minimalnosci H, mamy §(H) > 7, bo w przeciwnym razie H zawieralby
podgraf wlasciwy spelniajacy (2). Stad, |H| > v i dzielac druga nieréwnosé
w (2) dla H przez |H| otrzymujemy, ze e(H) > v — k.

Pozostaje pokazaé¢, ze H jest (k + 1)-spojny. Przypu$émy nie wprost,
ze nie jest, to znaczy, ze istnieje podzial V(H) = U; U Us, taki ze nie ma
krawedzi miedzy U, \Us a Us \ Uy, oba te zbiory sa niepuste oraz |[U;NUs| < k.
Niech H; = H[U;], i = 1,2. Poniewaz dla kazdego v € U; \ Us mamy
dy,(v) =dg(v) > §(H) > v > 2k, to |H;| > 2k. Zatem, z minimalnosci H,
V) < A(|Hi] — k). Weedy jednak

[[H|| < [[Hyl| + |[Ha|| < ~v(|Hi| + [Ha| — 2k) < ~(|H| - k)
— sprzecznosc. |

Dowod Twierdzenia 12: Niech d(G) > 1072 i zalézmy, ze r jest liczba
parzysta. Na podstawie Tw. 13 z k = r2, G ma r%-spojny podgraf H, gdzie
e(H) > 4r?. Na podstawie Tw. 11 z k = r?/2, H jest r’-zwarty. Poniewaz
§(H) > k(H) > r?, mozna wybra¢ r wierzchotkow vy, ..., v, i dla kazdego z
v; zbior r — 1 jego sasiadow uf, gdzie 1 < j <r, j # i, tak, ze wszystkie r?
wierzchotki sa rézne. Teraz potaczmy wierzchotki uf w (;) par postaci uf , ué
oraz wierzcholki v; w pary, i zastosujmy r2-zwartosé. Otrzymane rozlagczne
Sciezki pomiedzy wierzchotkami uf tworza wraz z wierzchotkami bazowymi v;
topologiczna klike TK,. (Gdy r jest nieparzyste, to wzmacniamy zalozenie
na d(G) > 10r* + 8 tak, by H byl (r? + 1)/2-zwarty. Nastepnie, wybieramy
dodatkowo vy i dalej bez zmian.) |

Dla danym grafow X i G, piszemy G = M X, gdy V(G) = UIeV(X) Ve,
V. sa parami roztaczne, dla kazdego x € V(X) indukowany podgraf G[V,]
jest spojny i dla kazdej pary x,y € V(X) istnieje krawedz pomiedzy V,
iV, wgdy zy € E(X). Innymi stowy, X powstaje z G przez Sciagniecie
zbioréw V. i usuniecie krawedzi rownoleglych. Jesli G = M X iGCY, to X
nazywamy minorem grafu Y. Dla zwyklych minorow M K, prog na gestoscé
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d(G) gwarantujacy istnienie MK, w G jest troche nizszy niz w przypadku
klik topologicznych T'K,.

Twierdzenie 14 (D 7.2.2, Kostochka 1982,) Istnieje c takie, zZe dla kazdego
r, jesli d(G) > cery/logr, to G 2 MK,.
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