7 Drzewiasto$é 1 lesistosé

Inna miara spéjnosci: drzewiasto$é = maksymalna liczba krawedziowo roztacznych
rozpietych drzew.

Kiedy istnieje k takich drzew w grafie?

Warunek konieczny: Dla kazdego podziatu V na r czesci, G ma co
najmniej (r — 1)k krawedzi ,pomiedzy".

Twierdzenie 15 (Tutte, 1961; Nash-Williams, 1961, {D 2.4.1}) Multigraf
G zawiera k roztgcznych rozpietych drzew wgdy kazdy podziat 11 zbioru V' ma
co nagmniej k(|]I1| — 1) ,,miedzykrawedzi".

Whiosek 5 Jesli G jest krawedziowo 2k-spojny, to G ma k roztgcznych
rozpietych drzew.

Dowaod: Dla kazdego podziatu II, na podstawie 2-spdjnosci, mamy co na-
jmniej $|I1|2k > k(|II| — 1) ,miedzykrawedzi". [

Definicja podziatu grafu G na rozpiete podgrafy Gi,...,Gy : E(G) =
E(Gy)U...UE(Gy).

Drzewiastos¢ grafu wiaze sie z problemem: znalezé podzial grafu na jak
najwiecej spojnych, roztacznych, rozpietych podgrafow (bo drzewa sg mini-
malnymi spojnymi grafami).

Problem dualny: znalezé¢ podziat grafu na jak najmniej acyklicznych pod-
grafow (bo drzewa sg maksymalnymi acyklicznymi grafami).

Inaczej, przy danym k, ktore grafy mozna podzieli¢ (roztozy¢) na nie
wiecej niz k lasow?

Komentarz: Sp6jnosé jest wlasnoscia rosngca, a cykliczno$é — malejaca.

Warunek konieczny: Dla kazdego ) # U C V, zachodzi ||G[U]|| <
k(U —1).

Twierdzenie 16 (Nash-Williams, 1964,{D 2.4.4}) Multigraf G mozna
podzieé na co najwyzej k lasow wgdy dla kazdego ) # U C V, zachodzi
IGIU][| < k(U] = 1).

Dowody obu powyzszych twierdzen (w wersji pochodzacej od Madera)
opieraja sie na tym samym lemacie.
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Lemat 4 Niech FY, ..., F bedzie zbiorem k krawedziowo-roztacznych lasow
w grafie G o maksymalnej tgcznej liczbie krawedzi Zle [|F?|| @ niech € €
E(G)\ Ule E(F?). Wtedy istnieje U C V(G) taki, ze U D €° oraz, dla
kazdego i = 1,. ..k, indukowany podgraf F?[U] lasu F? jest spdjny.

Pokazemy teraz jak szybko wynikaja z niego oba twierdzenia.
Dowdd Twierdzenia 16:  Przypu$émy, ze multigrafu G nie mozna podzieli¢
na k lasow. Wtedy, jesli F?, ..., FY oraz ey i U sa takie jak w Lemacie 4, to
||GIU]|| = E(|U| — 1) + 1 — sprzecznos¢. u

Dowod Twierdzenia 15:  Pokazemy tylko nietrywialng implikacje. Jest to
dowod indukeyjny wzgledem |G|. Latwo sprawdzi¢, ze implikacja zachodzi
dla multigrafow G o |G| = 2. Niech G bedzie grafem o |G| > 2 i zal6zmy, ze
twierdzenie zachodzi dla wszystkich grafoéw o liczbie wierzchotkdéw mniejsze;j
niz |G.

Niech F?,..., F? beda jak w Lemacie 4. Jesli wszystkie F? sa drze-
wami, to koniec dowodu. W przeciwnym razie, S ||F?|| < k(|G| — 1),
ale z zalozenia twierdzenia, biorac podzial zbioru V(G) na jednoelemen-
towe podzbiory, otrzymujemy ||G|| > k(|G| — 1). Zatem istnieje krawedz
e € E(G)\ U, E(F).

Niech U bedzie zbiorem jak w Lemacie 4. Sciagajac go do jednego wierz-
chotka vy otrzymujemy graf G|U. Kazdy podzial 11 wierzchotkéw grafu
G|U indukuje podzial TI' wierzchotkéw grafu G, na te sama liczbe czesci
i o tej samej liczbie ,miedzykrawedzi", ktorych z zalozenia jest co najmniej
k(|G|—1). Poniewaz |U| > 2, mamy |G|U| < |G| i na podstawie zalozenia in-
dukcyjnego, G|U ma k krawedziowo roztacznych rozpietych drzew 11, ..., Tk.
Zastepujac w drzewie T; wierzchotek vy przez drzewo FQ[U] otrzymujemy
zbior krawedziowo roztacznych rozpietych drzew w G. [ ]

Najmniejsze k jak w Twierdzeniu 16 nosi nazwe lesistosci grafu (ang.
arboricity).
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