8 Kryteria planarnosci

Graf planarny, to graf, ktory mozna narysowaé¢ (umiesci¢, zanurzy¢) na
plaszczyznie tak, by krawedzie nie przecinaly sie poza swoimi wierzchotkami.
Nalezy odréznia¢ graf planarny (obiekt abstrakcyjny) od grafu plaskiego
(konkretny rysunek grafu planarnego bez przecie¢ krawedzi).

8.1 Topologiczne kryterium planarnosci

Wiemy juz, ze ani K5 ani K33 nie jest planarny. Réwniez zadna topologiczna
klika T'K5 ani T'K3 3 nie jest planarna. Stad zaden graf zawierajacy 17K lub
T K3 3 nie jest planarny. Kuratowski odwrécit te implikacje.

Twierdzenie 17 (Kuratowski 1930 D 4.4.6) Graf jest planarny wgdy nie
zawiera T' Ky ant T K3 3.

Najpierw pokazemy, ze mozna si¢ ograniczy¢ do zwyktych minoréw. Dla
danym grafow X 1Y, piszemy Y = MX, gdy V(YV) = Umev(X) Ve, Vi sa
parami roztaczne, dla kazdego x € V(X) indukowany podgraf Y[V,] jest
spojny i dla kazdej pary z,y € V/(X) istnieje krawedz pomiedzy V, i V, wgdy
xy € E(X). Innymi stowy, X powstaje z Y przez $ciagniecie zbiorow V i
usuniecie krawedzi réwnolegtych. Jedli Y = MX i Y C Y, to X nazywamy
minorem grafu Y. Obie relacje, bycia minorem i topologicznym minorem
(zdefiniowana w rozdziale 6), sa czeSciowymi porzadkami.

Lemat 5 ( D 4.4.2) Graf zawiera K5 lub K33 jako minor wgdy zawiera Ks
lub K33 jako topologiczny minor.

Dowod:  Latwo pokazaé, ze kazdy T'X jest rowniez M X oraz, ze przy
A(X) < 3, kazdy M X zawiera TX (¢wiczenia). Zatem wystarczy pokazac,
ze kazdy grat G zawierajacy M K5 zawiera T'K5 lub M K3 5.

Niech K bedzie minimalnym podgrafem G, takim ze K = M K5. Wtedy,
kazdy z 5 zbioréow podziatu, V;, @ =1, ..., 5, indukuje drzewo T;, a pomiedzy
kazda para tych zbioréw jest doktadnie 1 krawedz. Rozszerzmy drzewa T; do
drzew T! poprzez dodanie 4 krawedzi taczacych je w K z innymi zbiorami
podziahu.

Z minimalnosci K, drzewa T maja doktadnie 4 wierzcholki wiszace (te
nalezace do innych zbiorow). Jedli dla kazdego i, 1] = TK,4, to K =
TK;. Jedli, np. T} nie jest TK; 4, to ma doktadnie 2 wierzchotki stopnia
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3, powiedzmy a i b. Wtedy, dzielimy V; = AU B, gdzie a € A, b € B, i
Sciagamy zbiory A, B, Vs, ..., Vs, otrzymujac Ks 3. [ ]
Zatem Tw. Kuratowskiego jest réwnowazne nastepujacemu.

Twierdzenie 18 (Wagner 1937 D 4.4.6) Graf jest planarny wgdy nie za-
wiera M K5 ant M Ks 3.

Udowodnimy je najpierw dla graféw 3-spdjnych.

Lemat 6 (D 4.4.3) Kazdy 3-spdjny graf G bez M K5 ani M K33 jest pla-
narny.

Dowdd:  Indukcja wzgledem |G|. Dla |G| = 4 jest to prawda (G = Kj).
Niech |G| > 4 i zal6zmy Lemat jest prawdziwy dla mniejszych grafow. Z
Lematu 2, G ma krawedz zy taka, ze G|zy jest 3-spojny. Oczywiscie, G|y
tez nie ma M K5 ani M K33 (z przechodniosci), wiec z zalozenia ind. jest
planarny. Niech G bedzie grafem plaskim izomorficznym z G|xy (rysunkiem
Glzy). .

Niech f bedzie $ciang G'—v,,, zawierajaca vy, a C' jej brzegiem. Poniewaz
G — v,y jest 2-spojny, to C jest cyklem (éw.). Niech X = Ng(z) — {z} i
Y = Na(y) — {y}. Mamy X UY C V(C). Usuwajac z G krawedzie taczace
Ugy 2 Y\ X, otrzymujemy rysunek G — y, gdzie vy, jest obrazem x. Teraz
dorysujemy tam y wraz z przyleglymi krawedziami.

Ponumerujmy wierzchotki z X kolejno wzdtuz cyklu C: xy, ..., xp. Dzielg
one C na éciezki P;, i = 1,...,k, o koncach w x; i z;11, gdzie x4 = ;.
Pokazemy, ze Y C V/(FP;) dla pewnego i. Jesli nie, to albo istnieja 4 rézne
wierzchotki 2/, 2" € X iy, y” € Y, utozone na cyklu w kolejnosci =, v/, 2, ",
albo [ X NY| > 3. Dodajac = i y, w pierwszym przypadku otrzymalibySmy
TKss w G, wdrugim — T'K5. Tak czy siak, sprzecznoscé.

Niech wiec Y C V(P;). Wtedy jednak mozemy umiesci¢ y we wnetrzu
sciany G otoczonej cyklem x — z; — P, — xi11 — x, otrzymujac ptaski rysunek
grafu G. [ |

Do pelnego dowodu Tw. Kuratowskiego/Wagnera wystarczy teraz naste-
pujacy lemat.

Lemat 7 (D 4.4.5) Jesli |G| > 4 i G jest krawedziowo maksymalnym grafem
bez TK5 1 TKs3, to G jest 3-spdjny. [ |

I na koniec wazny wniosek.

Wnhniosek 6 (D 4.4.7) Kazdy krawedziowo maksymalny graf planarny (tri-
angulacja) o co najmniej 4 wierzchotkach jest 3-spdjny.
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