Teoria Grafow 2

Zestaw zadan nr 7
Termin realizacji: wtorek, 21 kwietnia

. Niech G = (X,Y, E) bedzie dwudzielnym grafem e-regularnym o gestosci dg(X,Y) = d.
Pokazaé, ze
(a) jesli d > 2e, to istnieje zbior A C [X]? o mocy |A| > (1 — 66)(‘)2“) taki, ze dla wszystkich
par u,v € A mamy

(d—e)|Y| < degu,degv < (d+ €)|Y]

oraz
(d—e)*|Y] < deg(u,v) < (d+€)’|Y] ;

(b) jesli A C X, BCY, |A| > n|X]|1i|B| > n|Y|, to podgrat G[A U B] grafu G indukowany
przez zbiory A i B jest €/n-regularny;

(c) jesli E' C E, |E'| = n|E|, to podgraf G — E' = (X,Y,E — E') jest (e + n%%¢)-regularny.

. Niech G = (X,Y,E), n = |X| = |[Y|, bedzie dwudzielnym grafem e-regularnym o gestosci
da(X,Y) = d. Wprowadzmy (niestandardowe) oznaczenie N(S) = [,cg Na(v) dla zbioru
wszystkich wspélnych sasiadow wierzchotkow zbioru S, gdzie S C X. Méwimy, ze zbior S jest
dobry, gdy

(d—e)l5 < IN(S)| < (d+e)7!.

Pokazac, ze

(a) kazdy dobry zbiér S mocy k jest zawarty w co najwyzej 2en ztych (= nie dobrych) zbiorach
mocy k + 1;

(b) wszystkie zbiory k-elementowe S C X, oprocz co najwyzej ek(}}), sa dobre.

. Niech G = (X,Y,E), n = |X| = [Y|, bedzie dwudzielnym grafem e-regularnym o gestosci
da(X,Y) = d > 2¢. Pokazaé, ze jesli 6(G) > €, to G ma skojarzenie doskonate. Czy w tym
zadaniu e-regularnos¢ mozna zastapic¢ stabszym warunkiem?

. Pokaza¢, ze jesli graf G o n wierzcholkach posiada e-regularny podzial (Vp, Vi, ..., Vi), gdzie
|Vo| < en, to posiada on tez /e-regularny podziat (V, V/,...,V)), gdzie |Vj| < k—1. Czy stata
V€ jest tu najlepsza mozliwa?

. Dane s@a 3 zbiory wierzcholkéww X, Y i Z, wszystkie mocy n. Pokazaé, ze jesli G; =
(X,Y,E1), Go = (X, Z,E») i G3 = (Y, Z, E3) sa e-regularnymi grafami dwudzielnymi, kazdy o
gestosci d, to liczba trojkatéow T' w sumie grafow G U G2 U G3 spelnia nieréwnosci

(1—-2€)(d—e)’n® <T < [2¢+ (d+¢)°]n®
. Pokaza¢, ze kazda para (X,Y), ktora jest e-regularna w grafie G, jest takze e-regularna w
dopemieniu G°¢ grafu G.

. Jedli (A, B) jest e-regularng para o gestosci d, oraz Y C B, |Y| > €|B|, to wszystkie oprocz co
najwyzej €|A| wierzcholtkéw v € A maja co najmniej (d — €)|Y| sasiadow w Y.

. plus zadania zalegte



