TEORIA RAMSEY'A

15 czerwea 2007

1 Wstep

Motto 1: ,Wsrod trojga zwyktych ludzi zawsze jest dwoje tej samej ptei.”
Motto 2: ,Kazdy system posiada podsystem o wyzszym stopniu zorgani-
zowania.”

Notacja: [r] = {1,2,...,r}, (‘2) — zbior wszystkich k-elementowych
pozdbioréw zbioru S.

Terminologia: Funkcje x : S — [r] nazywamy kolorowaniem, a zbiory
x"1(4) i ich podzbiory — zbiorami monochromatycznymi.

Twierdzenie 1 (Zasada szufladkowa) Dia wszystkich naturalnychr,ly, . ..

gesli X = X;U---UX, i |X| >+ -+, —r+1 to istnieje i € [r] takie,
ze | X;| > ;.

Rownowaznie, dla kazdego kolorowania x : X — [r| istnieje i € [r] takie,
ze X7 (B) = L.

Zadanie Domowe 1 Pokaza¢, ze kazde 2-kolorowanie catkowitoliczbowych
punktéow w R? prowadzi do powstania monochromatycznego prostokata.

Notacja ,strzatkowa” Erdésa i Rado: n — (ly,...,[,)*, gdy dla
kazdego podziatu ([Z}) = X, U---UJX, istnieja ¢ € [r] oraz T C [n] mocy
|T| = I; takie, ze (g) C X;.

Gdy l; = -+ = I, to piszemy n — (I)*. Gdy r = 2 lub k = 2, to
opuszczamy ten indeks.

Zadanie 1 6 — (3)

Zadanie Domowe 2 10 — (4, 3)



Wtasnos$ci notacji ,,—

(a) monotonicznosé (rosnaca dla n, malejaca dla Iy, ..., 1)

(b) symetria

(c)n—(l1,...,1,) & n—(l,...,1,2) (w szczegdlnosci, | — (I,2)
bo I — (1))

2 'Twierdzenie Ramsey’a dla par

Twierdzenie 2 (Ramsey, 1930) Dia wszystkichr,ly, ... 1, istnieje n takie,
zen — (I, ..., 1.).

Dwa dowody dla r = 2.

Dowdd 1:  Indukcja wzgledem [y + 5. Gdy I3 = 2 to Iy — (2,15). Dalszy
dowod dla ly,ls > 3. Niech ny — (I3 — 1,13) i ng — (l1,l2 — 1). Pokazemy, ze
n=ny+ny — (l1,l). ... [

Zadanie Domowe 3 Powtorzyc dowdd 1 dla r > 2.
Dowdd 2:  Niech | = max(ly,ly). Pokazemy, ze 2271 —1 — (). ... =
Zadanie Domowe 4 Powtorzyc dowod 2 dla r > 2.

Wersja grafowa: G = (V, E), E C (‘2/), G = (V, (‘2/) \ ) (dopehienie
grafu G). Graf pelny - £ = (‘2/), notacja — K, gdzie | = |V|. Kolorowanie
par ze zbioru [n] dwoma kolorami wyznacza graf (kolor 1) i jego dopelnienie
(kolor 2). Dowolny graf na n wierzchotkach oznaczamy przez G,,.

Twierdzenie 3 (Grafowa wersja tw. Ramsey’a) Dia wszystkich a,b ist-
nieje n takie, ze G, 2 K, lub G,, O K{ (réwnowaznie, GS 2 Kj). [ ]

2.1 ,Zastosowania”

Twierdzenie 4 (Lemat Dilwortha) Kazdy poset o ab+ 1 elementach za-
wiera (a + 1)-elementowy taricuch lub (b + 1)-elementowy antytaricuch. M



Z tw. Ramsey’a wynika tylko, ze istnieje n = n(a, b) takie, ze kazdy poset
o n elementach zawiera (a + 1)-elementowy taricuch lub (b + 1)-elementowy
antytancuch. Jak? Niech n — (a,b). Pokolorujmy

lgdyx<ylubx >y
x(z,y) = ) :
2 w przeciwnym razie .
Wtedy x ((g)) = 1 oznacza, ze T jest lanicuchem, a x ((g)) = 2 oznacza, ze
T jest antylancuchem.

Twierdzenie 5 (Erd&s-Szekeres, 1935) Kazdy ciqg rzeczywisty o ab + 1
elementach zawiera (a+1)-elementowy podciag rosngcy lub (b+1)-elementowy
podcigg malejgcy. [ ]

Z tw. Ramsey’a wynika tylko, ze istnieje n = n(a,b) takie, ze kazdy ciag
rzeczywisty o n elementach zawiera (a + 1)-elementowy podciag rosnacy lub
(b + 1)-elementowy podciag malejacy. Jak? Niech n — (a,b). Pokolorujmy
wszystkie pary {i,j}, i < j,

. 1 gdy a; < a;
x(2,7) = . .
2 w przeciwnym razie .

Twierdzenie 6 (Erd&s-Moser, 1964) Dla kazdego k > 1, kazdy turniej o
n > 281 wierzchotkach zawiera tranzytywny podturniej rzedu k. [ |

Z tw. Ramsey’a wynika tylko, ze istnieje n = n(k) takie, ze kazdy turniej
T o n wierzchotkach zawiera tranzytywny podturniej rzedu k. Jak? Niech
n — (k). Pokolorujmy wszystkie pary {i,7}, i < 7,

(i) = {1 gdy (i,5) € T

2 w przeciwnym razie .

Przeformutowanie: Niech v(n) bedzie najwieksza liczba naturalng taka, ze
kazdy turniej 7, zawiera tranzytywny podturniej T,u). Wtedy v(n) >
logon + 1.

Twierdzenia 4 i 5 sg najlepsze mozliwe, twierdzenie 6 raczej nie.

Zadanie Domowe 5 Udowodni¢, ze w kazdym turnieju i przy kazdym kolorowa-
niu jego tukéw dwoma kolorami istnieje wierzchotek, z ktérego mozna dotrzeé
do kazdego wierzchotka wzdhuz monochromatycznej, skierowanej sciezki.

3



Zadanie 2 Kwadratowa macierz 0-1 jest typu 1\ 0, gdy wszystkie elementy
pod gléwna przekatna sa rowne 1, a nad 0 (na przekatnej dowolnie). Podob-
nie definiujemy typy 0\ 0,0\ 1,1\ 1. Pokazac, ze dla kazdego m istnieje n
takie, ze kazda 0-1 macierz kwadratowa rzedu n zawiera podmacierz gtéwna
(wiersze i kolumny o tych samych numerach) rzedu m jednego z typow
0\0,1\0,0\11lub 1\1.

3 Twierdzenia Schura 1 Van der Waerdena

Powracamy do kolorowania elementéow (k = 1), ale dodajemy strukture aryt-
metyczna, tzn. malujemy (dzielimy) liczby naturalne.

3.1 Twierdzenie Schura i Wielkie twierdzenie Fermata
w wersji modulo

Twierdzenie 7 (Schur, 1916) Dla wszystkich r istnieje s takie, Ze dla kazdego
X : [s] = [r] istniejq x,y, z € [s] takie, Ze x(x) = x(y) = x(2) i x +y = 2.

Dowdd:  Niech s +1 — (3), (takie s istnieje na podstawie Tw. Ram-
sey’a). Dowolne kolorowanie x : [s] — [r]| generuje kolorowanie x’ par zbioru
{0,1,...,s} w ten sposob, ze

X'(,7) = x([i = ).

na podstawie Tw. Ramseya istnieja a,b,c € {0,1,...,s} takie, ze x'(ab) =
X'(ac) = x'(be), a wiec x(la —b]) = x(la —¢|) = x(|b — ¢|). Niech a < b < c.
Wtedy t =b—a, y=c—biz=c— a spekliaja teze twierdzenia. [ |

Zadanie Domowe 6 Niech s(r) bedzie najmniejsza liczba naturalna spel-
niajaca teze twierdzenia 7. Pokazac, ze

1
5(37" +1) < s(r) <rle.
Motywacja dla tw. 7 bylo Wielkie tw. Fermata. Schur pokazal, Ze nie

jest ono prawdziwe jesli rownanie x” 4+ y" = 2" zastapic kongruencja modulo
liczba pierwsza.



Twierdzenie 8 (Schur, 1916) Dla wszystkich v i dla wszystkich dostate-
cznt duzych liczb pierwszych p istniejq liczby naturalne x,y, z takie, zZe

" +y" =2"( mod p).

Dowdd: Niech s spelnia tw. 7, p > s bedzie liczba pierwsza i niech Z» = [p1]
bedzie grupa mnozenia reszt modulo p. Podzbior H = {z"( mod p) : z €
73} jest podgrupa rzedu (p—1)/ged(r, p—1). Warstwy Z; wzgledem H dziely
Z» na k = ged(r,p — 1) roztacznych zbiorow, postaci a;H, gdzie a; € Z},
i=1,.. .k

Na podstawie tw. 7 istnieja i € [k] oraz a,b,c € a;H takie, ze a +b = c.
To oznacza, ze istnieja x,y,2z € Z takie, ze a;x" + a;y” = a;2"( mod p).
Mnozac stronami przez a; ', koniczymy dowdd. [ ]

3.2 Twierdzenie Van der Waerdena

Schur pokazal, ze w dowolnym skonczonym kolorowaniu liczb naturalnych
istnieje monochromatyczne rozwiazanie réwnania r + y = z. A inne réwna-
nia?

Zadanie Domowe 7 Pokaza¢ kolorowanie liczb naturalnych czterema kolorami,
w ktoérym nie ma monochromatycznego rozwigzania réwnania x + y = 3z.
Wskazowka: wyciagnac piatki.

Schur postawit hipoteze, ze dla = + y = 22 jest to jednak prawda.

Twierdzenie 9 (Van der Waerden, 1927) Dia wszystkich r i k istnieje
n takie, ze dla kazdego x : [n] — [r] istnieje monochromatyczny ciag aryt-
metyczny diugosci k (w skricie APy ).

Dowdd dlar =2 ik =3: Niech n =325 =5(2x2°+1)iniech y :
[325] — [2]. Podzielmy [165] na bloki kolejnych liczb naturalnych, dlugosci
5, By = {1,2,3,4,5}, ..., By = {161,162, 163,164, 165}. Poniewa istnieja
tylko 32 = 2° kolorowania jednego bloku, to istnieja dwa bloki pokolorowane
tak samo, B; 1 B;, 1 <1i < j < 33. Spojrzmy na B; = {5i —4,...,5i}. Wsrod
liczb 5i — 4, 5i — 3, 5i — 2 sa dwie tego samego koloru, powiedzmy y(5i —4) =
x(5i —2) = 1. Wtedy x(5i) = 2, bo inaczej koniec dowodu. Ponadto,
x(57 —2) = 11 x(55) = 2. mamy wiec dwie pary monochromatyczne:
x(5i —4) = x(55 —2) = 11 x(5i) = x(5j) = 2, zogniskowane na tej samej
liczbie 105 — 5¢ > 330 — 5 = 325. Zatem, niezaleznie od koloru (105 — 5i,
istnieje monochromatyczny AP;. [ |



Zadanie Domowe 8 Kazde 2-kolorowanie zbioru [256] zawiera monochro-
matyczny ciag geometryczny dlugosci trzy.

Dowod tw. 9dlar =31k =23: Niech

n=72x3 +1) (2 x 3T@xT+D) | 1)

i niech x : [n] — [3]. Podzielmy [1(n—7(2x 37+ 1))] na bloki B;, i =
1,...,3™3 ) 41 diugosci |B;| = 7(2 x 37 + 1), a kazdy z nich na pod-
bloki B;; dtugosci siedem. Z zasady szufladkowej, istnieja dwa bloki, B;, i
B;, 14, pokolorowane identycznie, a w ramach B;, istnieja dwa podbloki B;, ;,
1 Bj, i,+d, Pokolorowane identycznie, gdzie 1 < iy < 49 + dy < 37+ 1.

Wsréd pierwszych czterech liczb zbioru B;, ;, istnieja dwie tego samego
koloru, np. x(is) = x(is +ds) = 1. Wtedy i3+ 2d3 € By, 4, 1 x (i3 + 2d3) # 1.
Niech, np., x(i3 + 2d3) = 2. Korzystajac z podbloku Bj, ;,+4, mamy x(i3) =
X(is + d3 + 7dy) = 1 oraz x(i3 + 2d3) = x (i3 + 2d3 + 7dy) = 2. Obie te pary
sa zogniskowane na liczbie i3 + 2d3 + 14ds, wiec (i3 + 2ds + 14ds) = 3.

Zamieniajac drugie elementy powyzszych par na ich kopie w podbloku
Bi, vy is+dy, 0Odpowiednio, i3 + d3 + 7dy + 7(2 x 37 + 1)d; koloru 1 i i3 +
2ds + Tdy + 7(2 x 3" + 1)d; koloru 2, oraz dodajac do iz + 2d3 + 14ds jego
kopie i3 + 2ds + 14dy + 7(2 x 37 + 1)dy, réwniez koloru 3, otrzymujemy trzy
pary monochromatyczne, kazda w innym kolorze, zogniskowane na liczbie
i3 + 2d3 + 14dy + 14(2 x 37 4 1)d;, ktéra musi zamknaé¢ monochromatyczny
AP3. |

Zadanie Domowe 9 Oszacowaé z dotu najmniejsze n spelniajace teze tw.
9dlar==~k=23.

Zadanie Domowe 10 Zbior [1(3" + 1)] zawiera podzbiér mocy 2" wolny
od APg

Brnijmy dalej.

Dowod tw. 9 dla r =2 1 k = 4 przy zatozeniu, ze zachodzi dla k = 3 14
wszystkich r:  Niech W (k,r) oznacza najmniejsza liczbe n spelniajaca teze
dla ki 7. Wezmy 2W (3,22 32)) blokéw B; rozmiaru ¢ = 2W(3,2). Poma-
lujmy wszystkie liczby 2 kolorami. Wsrod pierwszych W (3, 2) blokéw beda 3
pomalowane tak samo, ktorych numery tworzg APs. Niech i < j < [ beda ich
numerami. W lewej potowie B; (rzedu W (3,r)) istnieje monochromatyczny



AP3, powiedzmy koloru 1 o réznicy d. Oznaczmy go przez a,a + d,a + 2d.
Wtedy x(a+3d) = 2. Rozwazmy dwa APs: a,a+d+c(j—1), a+2d+2c(l—1)
koloru 1,1 a+ 3d,a 4+ 3d + ¢(j —i),a + 3d + ¢(l — i) koloru 2. Sa one zog-
niskowane na tej samej liczbie, stad musi istniec monochromatyczny AP;.

|

Spojrzmy jeszcze na przypadek z wieksza liczba kolorow.

Dowadd tw. 9 dla k = 3,r = 4: Wystapia tu bloki trzech (r — 1)
pozioméw. Pierwszy, najbardziej wewnetrzny poziom, to bloki dlugosci ¢; =
9, bo 5 — (2)§, a9 =5 +4, czyli kazda para z lewe]j piatki ma rozszerzenie
do AP3; w ramach bloku. Bloki 2 poziomu sktadaja sie z ¢co = 2 x 4 blokéw
1 poziomu, aby w ich lewych potowach (plus jeden) znalez¢ pare blokow 1
poziomu pomalowanych tak samo. Bloki 3 poziomu sktadaja sie z c3 = 2 X
441¢2 blokéw 2 poziomu, tak by znéw znalezc dwa pomalowane tak samo. W
konicu, przyjmujemy ¢y, = 2 X 4°1?% i n = cycocs3ey. Dzieki takiej konstrukeji,
w dowolnym 4-kolorowaniu znajdziemy 4 pary liczb, kazda w innym kolorze,
zogniskowane na tym samym elemencie, co koriczy dowod. [ ]

Podsumujmy szkicem dowodu w ogélnym przypadku. Zakladamy, ze tw.
9 jest prawdziwe dla wszytkich par (k — 1,77), " > 1. Niech wy(r) bedzie
oszacowaniem goérnym na liczbe n, dla ktorej zachodzi to twierdzenie, wynika-
jacym z tego dowodu. Przyjmujemy

1 =2wg_1(r), ¢ =2wp_1 (r") .., ¢ = 2wp_q (rAFTeL) )

and wg(r) = ¢ica -+ - ¢, > ¢,.. Tak otrzymane oszacowanie wy(r) jest jednak
astronomiczne. Zeby to sobie uswiadomié¢, wprowadzmy hierarchie Acker-
manna.

Hierarchia Ackermanna.

Wprowadzimy ciag funkcji f; liczb naturalnych coraz szybciej zbieznych do
zera. Niech fi(z) = 2z i fij(z) = fi(x)(l), i > 1, x> 1, gdzie f*) jest
k-krotnym z ztozeniem funkcji f w x = 1. Alternatywnie, mozna zdefiniowac
Jer(1) = 21 fror (@ + 1) = fi(finr(2)). Zauwazmy, 7e f(1) = 2 a fi(2) = 4
dla wszystkich ¢ > 1, oraz ze wszystkie funkcje sa rosnace.

Funkcja Ackermanna nazywamy funkcje fo(x) = f.(z). Rosnie ona szy-
bciej niz wszystkie funkcje f;.

Twierdzenie 10 wy(2) > foo(k — 2).



Lemat 1 Dla wszystkich k > 3,7 > 2 mamy wir > fr.(r +1).

Dowdd:  Indukcja wzgledem k. Najpierw k& = 3. Poniewaz ws(r) > ¢,
to wystarczy pokaza¢ (indukcja po ¢ = 1,...7), ze ¢; > f3(i +1). Mamy
1 =2wy(r) =2(r+1) >4 = f3(2) oraz

Ciy1 = 29 = folc) = fa(fs(i 4+ 1)) = f3(i +2),

co konczy dowod przypadku k = 3.

Dla dowolnego k£ + 1 schemat dowodu jest podobny. Z zalozenia induk-
cyjnego dla k, mamy ¢; > wi(r') > fi(r' + 1) dla wszystkich r’. Teraz
pokazujemy indukcja po i, ze ¢; > f,gz) (r+1). Mamy

Cir = wi(r®) > w(c) 2 fule; +1) = fule) = [0 +1).
Zatem
wera () 2 ¢ 2 [0+ 1) 2 f72) = 70 = fin(r+1). =
Dowodd tw. 10:
wi(2) > fi(3) = (1) = fics(4) = £25(1) = fuca(fra(4) > fra(k—2) = foo(k—2).
|

4 Uogoblnienia twierdzen Schura, Van der Waer-
dena i Ramsey’a

Zacznijmy od wzmocnienia tw. 7 domagajac sie, by x # y.

Twierdzenie 11 Dla wszystkich r istnieje § takie, ze dla kazdego x : [§] —
[r] istniejq x,y, z € [s] takie, ze x # vy, x(x) = x(y) = x(2) iz +y = .

Dowdd: Indukcja wzgledem 7. mamy $(1) = 3. Zalézmy, ze $(r — 1) istnieje
iniech n = 25(r—1). Pokazemy, ze §(r) < w(n+1;r), gdzie ta ostatnia liczba
spetnia tw. 9. Rozwazmy dowolne kolorowanie x : [w(n+1;7)] — [r]. Istnieje
w nim monochromatyczny AP, 1 = (a,a +d,...,a+ dn). Rozpatrzmy dwa
przypadki.

Jesli istnieje 1 < @ < §(r — 1) takie, ze x(id) = x(AP,_1), to x = 1d,
Yy =a+idiz = a+ 2id speliaja teze twierdzenia. W przeciwnym razie,
zbior d[$(r — 1)] jest (r — 1)-kolorowalny i z zalozenia indukcyjnego rowniez
istnieja poszukiwane liczby. [ ]



Zadanie Domowe 11 3(r) < 23"~1 (wskaz.: 3r! — (3),)

Kolejny rezultat jest wspoélnym uogoélnieniem twierdzen 11 i 9.

Twierdzenie 12 Dla wszystkich k,r,s > 1 istnieje n takie, zZe dla kazdego
X : [n] — [r] istniejg a,d > 0 takie, Ze x(a) = x(a+d) --- x(a+ kd) = x(sd).

Whniosek 1 Dla wszystkich k,r,s > 1 istnieje n takie, ze dla kazdego x :
[n] — [r] istniejg a,d > 0 takie, Ze x(a) = x(a £d)---x(a £ kd) = x(sd).

Zadanie Domowe 12 Udowodnié¢ tw. 12 oraz wniosek 1.

4.1 Twierdzenie Rado

Niech L(t) oznacza rownanie x1 + -+« + x;1 = x4, t > 3.

Twierdzenie 13 Dla wszystkich r > 1 oraz ky,...,k, > 3 istnieje n takie,
ze dla kazdego x : [n| — [r] istnieje i takie, ze L(k;) ma rozwigzanie w kolorze
1.

Zadanie Domowe 13 Udowodnié¢ tw. 13.

Mowimy, ze uktad rownan S jest r-regularny, gdy kazde r-kolorowanie liczb
naturalnych indukuje monochromatyczne rozwiazanie S, a reqularny, gdy jest
r-regularny dla kazdego r» > 1.

Twierdzenie 14 (Rado, 1943) Dia wszystkich k > 2 oraz ¢1,...,cx # 0 i
calkowitych réwnanie Zle cix; = 0 jest reqularne wqdy istnieje I C [k] takie,
zey e ci=0.

Dowaod =:

Niech p bedzie liczbg pierwsza, p > |c1|+- - -+|cx|. Kazda liczbe naturalng
J mozna jednoznacznie przedstawic¢ w postaci j = p™ (6;p+7;), gdzie o, 5; >
0,al <~ <p-—1. Niech x(j) = v; bedzie (p — 1)-kolorowaniem liczb
naturalnych. 7 zalozenia o regularnosci istnieje wtedy monochromatyczne
rozwiazanie, na przyktad w kolorze +, to znaczy istnieja o, 8@, i =1,... k

takie, ze
k

> p(Bip+y) =0

i=1



Niech @ = min; a®. Dzielac stronami powyzsze réwnanie przez p®, za-
uwazamy, ze y .., c;y jest podzielna przez p, gdzie I = {i : a = a}.
Ale v < p, wigc ) ..;¢; = 0( mod p). Poniewaz jednak

S

<le| + -+ |ex] < p,

i€l
wiec Y .., ¢ =0. u
Dowdd <: Przyjmijmy, ze ¢; + -+ + ¢ = k, 0 < i < k. (Gdyby
i =k, to xy = ---x, = 1 byloby monochromatycznym rozwiazaniem.) Niech

A= NWD(cy,...,ck), B=ciy1+--+c (#£0),s=A/NWD(A,B), t =
—B/NWD(A, B). Wtedy At+ Bs = 0. Z elementarnej teorii liczb wiemy, ze

rownanie ¢y x1 + - - -+ c;x; = At ma catkowite rozwigzanie \q, ..., \;. Ustalmy
jedno takie rozwigzanie. Wtedy, dla dowolnych a,d, xr1 = a4+ \id, ..., z; =
a+ Nd,x;y1 = s,...,x, = S jest rozwigzaniem réwnania Zle cr; = 0.
Rzeczywiscie,

ale; + -+ ¢)+dla) + -+ cN\) + sdB = dAt + dBs = 0.

Niech x bedzie dowolnym r-kolorowaniem liczb naturalnych. Na podstawie
Whniosku 1 z k = max |)\;|, istnieja a,d takie, ze powyzsze rozwiazanie jest
monochromatyczne. [ ]

Liczbg Rado r(S) réwnania S nazywamy najmniejsze n takie, ze kazde
2-kolorowanie liczb naturalnych indukuje monochromatyczne rozwiazanie S.

Zadanie Domowe 14 (a) r(z+y=az)= (“}') dlaa >4
(b) r(L(t))=t*—t—1

Wskazowka do 14(a) — oszacowanie z gory: Dla wygody zaktadamy,
ze a jest parzyste i pomalowane na blue (B). Niech mg bedzie najwieksza

liczba nat. taka, ze x(a) = x(2a) = --- = x(mpa) = B. Pokaza¢ najpierw,
ze gdyby nie bylo monochr. rozw., to x((mg + 1)a) = --- = x(a?/2) = R,
X(2) = =x2my) = Rix2my+2) =--+-=x(a—1) = B. Potem

rozwazy¢ dwa przyp. w zaleznosci od koloru jedynki.

4.2 Twierdzenie Halesa-Jewitta

Niech A bedzie liniowo uporzadkowanym alfabetem, |A| = t. Kostkq wymi-
aru n nad A nazywamy zbior wektorow Cp' = {(x1,...,2,) : x; € calA}.
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Wtasnosci kombinatoryczne kostki nie zaleza od alfabetu A, a tylko od jego
mocy t. Najczesciej przyjmuje sie, ze A ={0,1,...,t—1}. Podzbior L C C}'
nazywamy linig, gdy L = {lo,..., i1}, lx = (Tko,...,Tps—1) oraz gdy ist-
nieje podzial [n] = RUS, R # () i stale ¢, € {0,1,...,t —1}, [ € R, takie, ze
dla kazdego k =0,1,...,t —1

Tkl =

)

a gdy leS
k gdy leR

Twierdzenie 15 (Hales-Jewitt, 1963) Dia wszystkich r,t > 1 istnieje n
takie, ze dla kazdego x : C}* — [r] istnieje monochromatyczna linia.

Odwzorowanie a = (a1, ...,a,) — Y_i; a;t"" " jest bijekcja miedzy CJ' a
zbiorem liczb {0,1,...,t" — 1}, w ktorej obrazem linii (o, ...,l;_1) sa liczby

Yk = Z et + Z k™' =a + kd,

les lER

gdziea =Y, gt ad =Y, 5t stanowiace, jak widac, ciag arytmety-
czny. Zatem tw. 15 uogolnia tw. 9 (jesli n spelnia tw. 15, to t" spelnia tw.
9.

Zadanie Domowe 15 Pokaza¢, ze jesli n spelia tw. 15, to (t — 1)n + 1
spetnia tw. 9.

Tw. 15 implikuje tez uogodlnienie wielowymiarowej wersji tw. 9. Niech
V' C N™ bedzie skoniczonym zbiorem. Homotetyczna kopia V nazywamy
kazdy zbior W postaci W = ¢V 4+ b, gdzie ¢ € N a b € N™ (jest to
podobieristwo bez obrotow).

Twierdzenie 16 (Gallai, 1933) Dia wszystkichr > 11V C N |V]| < oo,
istnieje n takie, Ze dla kazdego x : N™ — [r| istnieje monochromatyczna,
homotetyczna kopia V.

Dowdd:  Niech V' = {wy,...,v;} 1 niech n bedzie takie, jak w tw. 15.
Rozwazmy n-kostke C}' nad alfabetem V. Dla kazdego wektora a € C}' jego
wspotrzedne a; sa wektorami z V. ZnajdZzmy liczby kq, ..., k, takie, ze dla
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wszystkich par a # o' € CpP, Y1 ki(a; — a}) # 0 Wtedy odwzorowanie
U : Cf — N™ dane wzorem

\Il(a) = i ]{JZ‘CLZ'
1=1

jest iniekcja, przy ktorej linia przechodzi w homotetyczng kopie V. [ ]

Dlam =21V = {0 <1i,j < k— 1} kazda homotetyczna kopia ¢V +b jest
dwuwymiarowym ciggiem arytmetycznym (by 4 ic, by + jc), 0 <i,j < k — 1.
W szczegolnosei, dla £ = 2 mamy kwadrat.

4.2.1 Dowoé6d Shelaha tw. 15

Tutaj przyjmujemy alfabet [t], a wektory nalezace do C}* bedziemy nazywac
punktami. Podzbior L C C}' nazywamy linig Shelaha, gdy L = {ly,...,1;},
ly, = (xka, ..., 2x,) oraz gdy istniejg 0 < i < j < n takie, ze dla kazdego
k=1,...t
t—1 gdy [ <14
T =k gdy <1<y
t gdy [>7

Jest to wiec szczegdlny przypadek linii, gdzie S = [i|U([n]\ [j]), a ¢ =t —1,
gdy lefi]ig=t,gdy!l € [n]\[j]. Liczbe k nazwijmy pozycjg punktu I w
linii L. Jest dokltadnie (”;1) linii Shelaha.

Niech n = ny 4 - - -n, i niech L; bedzie linig Shelaha w Cl". Wtedy L; x
-+ X Lg nazywamy s-przestrzenia Shelaha. Istnieje naturalna (kanoniczna)
bijekcja z ¢ : Ly x --- x Ly, — C} przypisujaca kazdemu elementowi s-
przestrzeni wektor ztozony z pozycji poszczegdlnych punktow linii Ly, ..., L.

Kolorowanie x : C; — [r| nazywamy fliptop, gdy x(P) = x(Q) dla wszys-
tkcih par punktow P, Q) € Cf, ktore maja wszystie wspolrzedne rowne z
wyjatkiem jednej, gdzie ich wartosci wynosza t — 1 i t. Na przyktad, dla
t =5, x(12451) = x(12551). Przy danym y : Ly X -+ X L,, s-przestrzen
Ly x -+ x Ly nazywamy fliptop, gdy kolorowanie indukowane na C} wzorem
X' (P) = x(¢7'(P)), P € C; jest fliptop. Réwnowaznie, oznacza to ze dla
kazdego i € [s] i dla wszystkich z; € L;, j € [s] \ {i},

ost _ post
X(21 i1 2 2) = X(210 0 2]z 2),
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gdzie 20 i 2P sa ostatnim i przedostatnim punktem linii L;. W szczegol-

noéci dla s = 1, linia Shelaha jest fliptop, gdy jej ostatnie dwa punkty sa
tego samego koloru.

Twierdzenie 17 (Pomocnicze) Dla wszystkich t,r,s > 1, istnieje n takie,
ze dla kazdego x : C' — [r] istnieje fliptop s-przestrzen Shelaha.

Ponizszy lemat bedzie potrzebny tylko w dowodzie tw. 17.

Lemat 2 Dla wszystkich t,r > 1, jesli n > r, to dla kazdego x : C}* — [r]
istnieje fliptop linia Shelaha.

Dowdd: Prosty dowod w oparciu o zasade szufladkowa pomijamy. [ |
Poza tw. 17 kluczowym elementem dowodu Shelaha jest lemat 3.

Lemat 3 Zalozmy, zZe dla kazdego x : C;_y — [r| istnieje monochromatyczna
linia. Wtedy dla kazdego fliptop x : C; — |[r| istnieje monochromatyczna
linia.

Dowdd:  Niech x : C7 — [r] bedzie fliptop. Ograniczamy je do podkostki
C}_, istosujemy zalozenie indukcyjne. na jego podstawie istnieje monochro-
matyczna linia {ly,...,l,_;. Dodajmy do niej punkt I otrzymany z [ ;
przez zamiane wszystkich wspotrzednych o indeksach z R (a wiec rownych
t — 1), na t. Dzieki wlasnosci fliptop, x(lx) = x(lk—1- u

Dowdd tw. 15:  Przy ustalonym r stosujemy indkucje wzgledem ¢. Dla
t = 1 wystarczy n = 1. Zatézmy, ze t > 2 i ze tw. 15 zachodzi dla kostki
C7_ ;. Niech n bedzie takie jak w tw. 17. Wtedy dla kazdego x : C}' —
[r] istnieje fliptop s-przestrzen Shelaha L; x --- x L,. W odwzorowaniu
kanonicznym ¢, L; x --- X Lg przechodzi na C}, ktora jest fliptop, wiec z
lematu 3 istnieje monochromatyczna linia L C C! wzgledem koloroania y/,
indukowanego przez . Jej przeciwobraz ¢~!(L) jest monochromatyczna linig
w Cy. [ |

Dowdod tw. 17:  Punkt [ € C]' nazywamy punktem Shelaha, gdy istnieje
linia Shelaha L 3 [. Jest co najwyzej (ngl)t punktow Shelaha. Niech n; =

rt571, Ng = r(n12+1)t571,...7 Niy1 = T’Ai, gdzie dla 1 <i<s
n; +1
A= H( ‘72 ) 51
J<i
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Udowodnimy tw. 17 zn =ny + - -+ + ns.

Punkty y € C} bedziemy przedstawiaé w postaci y = vy ---y,, gdzie
y; € C;7, 5 =1,...,s. Niech x : C" — [r]. Szukana fliptop s-przestrzen
Shelaha Ly x- - - x Ly skonstruujemy od rekurencyjnie od konica. Wprowadzmy
relacje rownowaznosci na C;"* warunkiem:

ys=vy, = x-ys)=xi--vh)

dla wszystkich punktéw Shelaha y; € C}7, j = 1,...,s— 1. Liczba wyboréw
tych punktow (a wiec i liczba rownosci definiujacych relacje =) nie przekracza
A,_1. Zatem liczba klas réwnwaznosci nie przekracza r4s-1 = n,. Podzial
kostki Cy'* na te klasy traktujemy jak nowe kolorowanie y 7 lematu 2 istnieje
linia Shelaha L, € C}'*, ktora jest fliptop wzgledem y.

Przypusémy, ze juz znalezliSmy fliptop linie Shelaha Ly, Ly 1,..., L;i1.
W celu znalezienia L;, dla y;,y. € C}"* definiujemy relacje

yi=y, = XYoo zs) = X YiaYizin %)

dla wszystkich punktéw Shelaha y; € C}7, j = 1,...,i — 1, i wszystkich
zj € Lj, j =i+ 1,...,s. Tak jak poprzednio, liczba klas réwnwaznosci
9koloréow kolorowania ) nie przekracza r4i-1 = n;, wiec na podstawie lematu
2 istnieje fliptop (wzgledem y) linia Shelaha L; C C}".

Pokazemy teraz, ze tak skonstruowana s-przestrzen Shelaha Ly X - -+ X Ly
jest fliptop. Ustalmy i € [s] i niech 22, 2°* beda dwoma ostatnimi punktami
linii L;. Poniewaz L; jest fliptop, to x(29!) = ¥(2F**"), rownowaznie, 205 =
2P a zatem

ost _ post
X(21e 22! 2 ze) = X210 22 Zip 0 2s),

co oznacza, ze Ly x --- X Ly jest fliptop. [ |

Niech S(t) bedzie oszacowaniem gbérnym na najmniejsze n spelniajace
teze tw. 15 z r = 2, wynikajace z dowodu Shelaha (a zatem n okreslone w
tw. dowodzie tw. 17). Mamy S(1) = 1 oraz S(t) = ny + - -+ + ng, gdzie
s = S(t —1). Na przyktad, S(2) =2, S(3) =8 + 2! itd.

Twierdzenie 18 Dla kazdego t > 3,

flt) < S() < hilt+ 1)
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Dowdd oszacowania z gory:  Indukcja wzgledem t; t = 3 — ok. Zal6zmy;,
ze S(t — 1) < 1 fu(t). Poniewaz

A <t H n? < n¥ni <ni™ < 22"

i

Jj<i
oraz niyy = 2%, to niy, < 2% . Ponadto, n; = 28 < % < f3(s). Zatem,
ny < f3(s+ 3) i, iterujac s — 1 razy,
ns < f3(s+3(s—1)) = f3(4s — 2).

Stad, S(t) < sns < 2™ < f3(4s — 1). Z zalozenia indukcyjnego 4s = 45(t —
1) < fu(t). Ostatecznie,

S(t) < f3(fa(t) — 1) = logy(f3(fa(t))) = logy(fa(t +1)) < éllf‘l(t +1).

Zadanie Domowe 16 Udowodni¢ dolne oszacowanie S(t) z tw. 18.

4.3 Twierdzenie Ramsey’a dla k-tek

Twierdzenie 19 (Ramsey, 1930) Dla wszystkich r,k,ly,... 1. > 1 ist-
nieje n takie, ze n — (Iy, ..., 1)~

Dowdd 1:  Idea: podwdjna indukcja po kily +---+1, ... [ |

Zadanie Domowe 17 Poda¢ peten dowod 1 tw. 19.

Dowdd 2: Udowodnimy, ze dla wszystkich r, k.l istnieje n — (I)*.

Ind. po k; dla k =1 jest to zasada szufladkowa. Niech k > 2, ¢ — (1)1,
c = Zzt.;,lﬁ_g (;::11) in =1r°+k—2 Niech yx : ([z}) — [r]. Tworzymy

ciag ay, ..., a5—2,Sk—2,Ak—1, ..., 01, S¢_1, Q; NASLEPUjaco: ai, ..., ax_2 € [n]
— dowolne, Sy = [n| \ {a1,...,ax_2}, ax—1 € Sk_o. Zbior Sy_o \ {ax_1}
dzielimy na klasy abstrakcji (kolory) wedtug koloru x(aq, ..., ar_2,ax_1, ).

Niech Sj_; bedzie najwieksza klasa. Mamy

P L ek S R 1/ R ' Y52
T T

..... |
Twierdzenia 19 nie da sie rozszerzy¢ na kolorowania 2" (dlaczego?) Ram-
sey pokazal jednak, ze
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Whniosek 2 Dla wszystkich r,l > 1 istnieje n takie, ze dla kazdego kolorowa-
nia x : 2" — [r] istnieje T C [n], |T| = | taki, ze x jest state na (f) dla
kazdego i =1,...,1L.

Zadanie Domowe 18 Wywnioskowaé¢ wniosek 2 z tw. 19.

4.4 Problem o szczesSliwym zakornczeniu

Ponizej zakladamy, ze zadne 3 punkty nie s wspoétliniowe. Esther Klein
(Budapeszt, 1932) zauwazyla, ze wsréd dowolnych 5 punktéow na plaszczyznie
pewne 4 tworzg czworokat wypukty. Erdds i Szekeres uogoélnili to.

Twierdzenie 20 (Erdds-Szekeres, 1935) Dla kazdego n istnieje N takie,
ze dla dowolnych N punktow na ptaszczyinie pewne n sposrod nich tworzy
wielokgt wypukty.

Dowdd: Niech N — (n,5)* ... m
W powyzszym dowodzie potrzebny jest lemat.

Lemat 4 Jesl kazde 4 z n punktow tworzq czworokat wypukly, to wszystkie
n punktow tworzy wielokqt wypukty.

Zadanie Domowe 19 Udowodnié¢ lemat 4.

Tarsy zaproponowal inny dowod tw. 20, oparty na relacji N — (n)3.

Zadanie Domowe 20 Poda¢ dowod Tarsy’ego.

Niech N(n) bedzie najmniejsza liczba speliajaca teze tw. 20. Wiadomo,
ze
1/2n -5
2" 24 1< N(n) <= 2.
T1< N < 2(n—2> *

Hipoteza Erdésa i Szekeresa gloszaca, ze N(n) = 2”2 + 1 pozostaje szeroko
otwarta.

Zadanie Domowe 21 Udowodnié¢, ze N(5) > 9.
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4.5 Wersje nieskonczone

Twierdzenie 21 (Ramsey, 1930) Dla wszystkich v,k > 1 i dla kazZdego
v i () =[] istnicje T C N, |T| = oo, taki, 2 [x((}))| = 1.

Zadanie Domowe 22 Udowodni¢, tw. 21.

4.5.1 Zasada zwartosci
W jezyku hipergrafow, wtasnosé n — (I)F ttumaczy sie na y(H*) > r, a
wiec tw. Ramseya jest rownowazne rozbieznosci y(HF!') — oo, gdzie H*!

jest hipergrafem o zbiorze wierzchotkow ([Z]) i krawedzi {(i) :Se ([7])}

Twierdzenie 22 (Zasada zwartosci, Rado, 1949) Niech H bedzie hiper-
grafem, ktorego zbior wierzchotkow V' jest przeliczalny, a wszystkie krawedzie
skoriczone. Jesli x(H) > r, to istnieje W C V, |W| < oo, taki, ze x(H[W]) >
T.

Dowad: ... [ |
Zbior nazywamy duzym, gdy |S| > min(.5).

Twierdzenie 23 (Paris - Harrington, 1977) Dla wszystkich n,r k > 1
istnieje m takie, ze dla kazdego x : ({” """ m}) — [r] istnieje duzy zbior S taki,

NG k

Zadanie Domowe 23 Udowodni¢, tw. 23.

4.5.2 Nieskonczenie wiele koloréow
Zadanie Domowe 24 Obliczy¢ szosta liczbe Bella B(6).
Kolorowanie zbioru jest kanoniczne, gdy jest state lub réznowartosciowe.

Zadanie Domowe 25 (a) Udowodni¢, ze dla dowolnego kolorowania N ist-
nieje nieskonczony podbiér T', na ktoérym to kolorowanie jest kanoniczne.

(b) Dla kazdego k wyznaczy¢ najmniejsze n takie, ze dla kazdego kolorowa-
nia [n] istnieje k-elementowy podzbiér pomalowany kanonicznie.

Kolorowanie zbioru (‘2/), gdzie V' jest uporzadkowany liniowo, jest kanon-
iczne, gdy jest state, roznowartosciowe, typu minimum lub typu maksimum
(w 2 ostatnich przypadkach chodzi o kolorowania wyznaczone przez mniejszy
i, odpowiednio, wiekszy element pary).
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Twierdzenie 24 (Erdés - Rado, 1950) Dia kaidego kolorowania (') ist-
nieje nieskonczony podbior T, ktorego zbior par jest pomalowany kanonicznie.
Dla kazdego k istnieje n takie, ze dla kazdego kolorowania ([;L]) istnieje k-
elementowy podzbior T C [n], ktdrego zbior par jest pomalowany kanonicznie.

Dowod: ... [ ]

5 Liczby Ramseya i inne

Liczba Ramseya Ry(ly,...,l,) to najmniejsza liczba naturalna n taka, ze
n — (Iy,...,1.)* Skroty: Rip(l,...,1) = Rp(l;7), Ra(1;2) = R(I) itp. Na
podstawie tw. 2 liczby Ramseya istnieja. Z 1. dowodu tw. 2 dla r koloréw i
par (k = 2) wynika nier6wnos¢é

R(ly, ... ;) <> R(h,... licy, .. L) =1+ 2.
=1

Dla k = r = 2 mozna ja poprawic o 1 korzystajac z parzysto$ci sumy stopni
w grafie.

5.1 Wartosci doktadne

Latwo pokaza¢, ze R(2,1) = R(l,2) = [ 1 R(3) = 6. Nieco trudniej, ze
R(3,4) =9, R(3,5) = 14 i R(4) = 18.

Zadanie Domowe 26 Pokazac, ze R(3,4) > 8.

Dla r > 2 jedyna znana liczba Ramseya to R(3,3,3) = R(3;3) = 17, a
dla k > 2, Ry(4,4) = 13.

Zadanie Domowe 27 Sprobowaé oszacowaé¢ R3(4,4), np. 13 < R3(4,4) <
15.

5.2 (Oszacowanie goérne

k+1—2
b1 )2
z niego asymptotyczne R(k) = O(4%/vk). Niedawno Conlon poprawil to,
zastepujac mianownik przez £™ dla dowolnie duzego m.

Z nieréwnosci rekurencyjnej wynika oszacowanie gorne R(k,[) < (

Zadanie Domowe 28 Pokazac, ze R(k,3) < (k? + 3)/2.
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5.3 Oszacowania dolne
5.3.1 Metoda probabilistyczna Erd&sa
Fakt 1 Jesli Y, P(A;) < 1, to (), Ai # 0

Fakt 2 Istniejg wy,ws € Q) takie, ze X (w1) < EX < X(ws).

Mowimy, ze turniej ma wtasnosé Si, gdy dla dowolnych £ graczy istnieje
gracz, ktory bije ich wszystkich (Vxy,...,x3y:y — x;, i=1,...,k).

Zadanie Domowe 29 Stosujac Fakt 1, pokaza¢, ze dla kazdego k istnieje
turniej o wlasnosci Si. Skonstruowaé¢ przyktady dla k =11 k = 2.

Przypomnijmy, ze v(n) jest najwieksza liczba naturalng taka, ze kazdy
turniej T, zawiera tranzytywny podturniej T ).

Zadanie Domowe 30 Stosujac Fakt 1, pokaza¢, ze v(n) < 1+ 2log, m.

Zadanie Domowe 31 Stosujac Fakt 1, oszacowac jak najlepiej z dotu liczbe
Van der Waerdena W (k), bedaca najwicksza liczba naturalna n taka, ze kazde
2-kolorowanie liczb od 1 do n zawiera monochromatyczny AP;.

Twierdzenie 25 (Erdés 1947, Shearer, 1982) (a) Jesli (7)2"(2) < 1 1o
R(k) > n.
(b) R(k) > n— (1)2"CG).

Dowdd: (a) Klasyczna metoda probabilistyczna oparta o Fakt 1 ...
(b) Fakt 2 plus metoda ,usuwania” ... [ |

Whniosek 3 (Erd6s 1947, Shearer, 1982) Przy k — oo,
(a) R(k) > ﬁk?kﬂ(l —o(1)).
(b) R(k) > 1k25/2(1 — o(1)).
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5.3.2 Lokalny Lemat Lovasza

Grafem zaleznosci rodziny zdarzen Ay, ..., A, nazywamy dowolny graf G o
zbiorze wierzchotkow [n] i taki, ze dla kazdego ¢, zdarzenie A; jest (lacznie)
niezalezne od rodziny zdarzeni {4; : j #i,ij ¢ E(G)}.

Twierdzenie 26 (Lokalny Lemat Lovasza, Erd6s-Lovasz 1975) Niech
G bedzie grafem zaleznosci rodziny zdarzen Ay, ..., A,. Jesli (i) P(A;) <p,
i=1,...,n, (ii)) A(G) <d, d>0, i (iii) ddp < 1, to (), A; # 0.

Dowod: ... |
Twierdzenie 27 (Spencer, 1975) R(k) > ‘/TQka/Q(l —o(1))

Zadanie Domowe 32 Zbadaé¢ niezaleznos¢ zdarzen Ag i Ap, gdy |As N
Ar| = 2, zdefiniowanych w dowodzie tw. 27 i wyciagna¢ wnioski.

Zadanie Domowe 33 Stosujac twierdzenie 26, oszacowa¢ jak najlepiej z
dotu liczbe Van der Waerdena W (k). Wynik poréwnaé z zadaniem 31.

5.4 Liczba R(k,3)
Twierdzenie 28 (Erdés, 1961) istnieje stata ¢; > 0 taka, ze R(k,3) >
2

k
‘1 log? k

Lemat 5 Istniejq state ¢ > 0 i ng takie, ze dla kazdego n > ng istnieje graf
o n wierzchotkach i en®/? krawedziach i o nastepujgcej wtasnosci: w kazdym
podbiorze wierzchotkéw V mocy ¢~2n'/? log n istnieje krawed? nie nalezqca do
zZadnego trojkgta o trzecim wierzchotku poza V.

Dowaod: Tylko idea dowodu. [ ]
Dowod tw. 28: ... [

Zadanie Domowe 34 Niech p = ¢//n, a V bedzie ustalonym podbiorem
wierzchotkéw grafu losowego G'(n, p) o mocy ¢~2n'/2logn. Obliczy¢ i porow-
nac ze soba wartosci oczekiwane liczby krawedzi o obu koncach w V' i liczby
trojkatow o dokladnie jednym wierzchotku poza V. (Graf losowy G(n,p)
powstaje przez niezalezny wybor kazdej krawedzi z prawdopodobienistwem

p.)
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Twierdzenie 29 (Shearer, 1982) R(t,3) < CQf(tt;jl)—f—l, gdzie f(t) = “’?f:)t;“l,
f0)=1, f(1) = 3.
Wnhiosek 4 (Shearer, 1982) Istnieje stata co > 0 taka, ze R(k,3) < 02%
Dowod: Dowod natychmiastowy. [ ]
Zadanie Domowe 35 Pokazaé, ze

1. f jest ciggla

2. f jest malejaca

3. f jest wypukla

4.1=0+DfO)+ =) f'(t)=0

5. dla wszystkich 0 < 1 # 29 mamy f(x2) — f(z1) > (22 — x1) f'(21).

Lemat 6 Dla kazdego n-wierzchotkowego grafu bez trojkatow o(G) > f(d(G))n,
gdzie d = 2|Eg|/n.

Dowadd: ... ]
Dowoadd twierdzenia 29: ... [ |

5.5 Liczba monochromatycznych obiektéw

Twierdzenie 30 (Goodman, 1956) W kazdym kolorowaniu grafu petnego
K,, dwoma kolorami jest co nagmniej 2—14n(n— 1)(n—5) monochromatycznych
trojkgtow.

Dowod: Niech fg bedzie liczba trojek wierzchotkow, ktore indukuja jedna
lub dwie krawedzie i niech GG bedzie grafem ztozonym z krawedzi czerwonych.
Zauwazmy, ze

2fc = Y deg(v) (0~ 1 - dege(0) < n ("5 )

veG
Stad,
<g) — fe > in(n —1)(n —5).
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Uwaga 1 Niech t, bedzie najwicksza liczba naturalng taka, ze kazde 2-
kolorowanie ([g]) zawiera co najmniej t, monochromatycznych tréjkatow. 7
twierdzenia 30 i metody probabilistycznej wynika, ze t,, ~ n®/24.

Wnhniosek 5 (a) W kazdym kolorowaniu grafu petnego Kg dwoma kolorami
sq co nagmniej dwa monochromatyczne trojkqty.
(b) Suma tréjkatow dowolnego grafu d-requarnego i jego dopetnienia wynosi

() —3dn(n —1—d).

Zadanie Domowe 36 Stosujac wniosek 5, obliczyé¢ ile trojkatow ma graf
krawedziowy do K57 Coz to jest za graf?

Niech s,, bedzie najwieksza liczba naturalna taka, ze kazde 2-kolorowanie
[n] zawiera co najmniej s, monochromatycznych trojek Schura.

Zadanie Domowe 37 Pokazaé, ze
(a) liczba trojek Schura w [n] wynosi n?/4 + O(n);
(b) s, <n?/16 + O(n) (stosujac MP);
(c) oszacowac s, z dotlu wykorzystujac zwiazki z trojkatami;
(d) oszacowac s, z gory (lepiej niz przez n?/16), malujac [n] z fantazja.

6 Grafowa teoria Ramsey’a

Notacja G — (Hy,...,H,)® lub G — (H)¢, a , w wersji z kolorowaniem

wierzchotkow zamiast krawedzi, G — (Hy,...,H,)" lub G — (H)?. Np.

r

K¢ — (K3)° 1 K5 — (K3)" (jak zwykle r = 2 opuszczamy w zapisie).

Zadanie Domowe 38 Pokaza¢, ze K¢ — (Cy)¢, gdzie Cy to cykl dtugosci
cztery.

Problem Erddgsa: Czy istnieje graf G taki, ze G — (K3)¢ 1 G 2 Kg?7 Jesli
tak, to znalez¢ najmniejszy.

Odp. Grahama: G = Kg — Cs.

Zadanie Domowe 39 Czy istnieje graf G taki, ze G — (K3)" 1 G 2 K57
Jedli tak, to znalez¢ najmniejszy.

Wersja indukowana: G -5 (H)eiG 4 (H)?, gdzie monochromatyczna
kopia musi by¢ podgrafem indukowanym grafu G. Tutaj istnienie grafu G
nie jest wnioskiem z tw. Ramseya.
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Twierdzenie 31 (NeSett#il i Rodl, 1978) Dia kazdego grafu H ir > 0
istnieje G takie, ze G — (H)E.

r

Zadanie Domowe 40 Wywnioskowaé z tw. 31, ze

(a) Dla wszytskich r > 0 i grafow Hy,..., H, istnieje G takie, ze G 4
(Hy,..., H,.)".

(b) Dla kazdego niedwudzielnego grafu H i r > 0 istnieje G takie, ze
G5 (H)?. (Wskaz.: najpierw rozwazy¢ przypadek r = 2.)

Zadanie Domowe 41 Pokazaé, ze K19 — (2K3)°.
Twierdzenie 32 (Chvatal 1977) R(T,,.K,,)) =(m—1)(n—1) +1
Dowad: ... [ ]

Zadanie Domowe 42 (Burr 1974) Pokazac, ze jesli m — 1 dzieli n — 1, to

Twierdzenie 33 (Harary 1972)

2n —1 gdy n parzyste

R(Kl,n) = {

2n W PrZeciwnym razie.

Zadanie Domowe 43 Niech P, bedzie §ciezka dlugosci k.
(a) Wyznaczy¢ R(P2, P3), R(P3) 1 R(Ps, Py).
(b) Rozstrzygnaé hipoteze, ze R(Ps, P,) = k + 2 dla kazdego k > 2

Twierdzenie 34 (Erdés, Graham 1975) R(T,,;k) < 2(m —2)k+1
Dowad: ... |

Zadanie Domowe 44 (Burr 1974) Pokaza¢, ze R(T,,; k) > (m — 1)(k +

1)/2.
Twierdzenie 35 (Chung, Graham 1975) R(Cy; k) <k*+k+1
Dowad: ... [ |

Zadanie Domowe 45 R(C5,Cy) =7

Zadanie Domowe 46 Wyznaczy¢ Rk(M,Sk)), gdzie M jest k-jednostajnym
skojarzeniem mocy n, tzn. zbiorem n roztacznych hiperkrawedzi rzedu k.
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6.1 Zastosowanie w teorii informacji

Alfabet T'; graf pomytek G; produkt G*.
Cel: duzy zbior niezalezny w G*.

Twierdzenie 36 (Hedrlin, 1966) o(G - H) < R(ag + 1,ay +1) — 1.

Dowdd: ... (Roberts) ... [
Na przyklad, o(C2) = 5.
Shannon capacity: c(G) = limy_.(a(G*))Y/* (zawsze istnieje).
Lovéasz 1979: ¢(Cs) = v/5; ¢(G) = a(G) dla graféow doskonalych; ¢(Cr) =
777
Bohman 2003: ¢(Cogs1) ~ k+1/2, gdy k — oc.

Zadanie Domowe 47 Znajdz «(C%) oraz c(Cy).

6.2 Relacje Ramseyowe

Majac dane dwa ciagi grafow, G = (Gy,...,G,) i H = (Hy,..., Hy), piszemy
G —. H, gdy dla kazdego grafu F, jesli ' —. (Gy,...,G,), to ' —,
(Hy,...,Hs), oraz G —, H, gdy malujemy wierzchotki. Jesli cos jest prawda
w obu przypadkach, to bedziemy opuszczaé¢ indeksy e i v.

Relacja G — H jest zwrotna i tranzytywna. Czy jest antysymetryczna?

Zadanie Domowe 48 Pokaza¢, ze (G) — (Hy,...,Hs) & G — (Hy, ..., Hy).

Zatem notacja G — H jest uogodlnieniem notacji G — (Hy, ..., Hy).

Jesli istnieje uporzadkowany podzial indeksow [s] = A; U---U A, taki, ze
dla kazdego i = 1,...,r, G; — (H; : j € 4;) lub A; = 0 (wlasnosé¢ (*)), to,
oczywiscie, G — H.

W przypadku kolorowania wierzchotkow, gdy G, = K,,, 1 = 1,...,r a
Hj = Ky, j=1,...,s, warunek (*) sprowadza si¢, poprzez zasade szuflad-
kowa, do istnienia podziatu [s] = A; U --- U A, takiego, ze dla kazdego 1,
a; > ZjeAi(bj - 1) + 1.

Kiedy zachodzi implikacja odwrotna? W transpozycji, czy jesli (*) nie
zachodzi, to G /4 H?

Przyktad: Niech G = (Kg, K5) a H = (K4, K3, K3, K3). Wtedy G —,
H, bo K¢ —, (K4, K3) i K5 —, (K3,K3). Ale czy (K4, K3, K3, K3) #
(K¢, K5)? To znaczy, czy istnieje graf F' taki, ze F' —, (K, K3, K3, K3) ale
F 7L)v (Kﬁa K5)?

Ponizsze twierdzenie daje odpowiedz twierdzaca.
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Twierdzenie 37 (Luczak, Rucinski, Urbanski, 2002) Jesli wszystkie grafy
H;, 3=1,...,s, sq 2-spojne lub Ky, to dla dowolnych G, ...,G,, mamy

G —, He (x).
Bez 2-spojnosci to nie jest prawda.

Zadanie Domowe 49 Niech G bedzie ciggiem ry + ry — 2 graféw pelnych
K, a H sktada sie z 2 dowolnych drzew o ry i 7 wierzchotkach. Pokazac, ze
(*) nie zachodzi, ale G —, H.

Twierdzenie 37 implikuje antysymetrie relacji G —, H w klasie grafow 2-
spojnych i Ky. To znaczy, jesli G —, Hi H —, G, to G = H po ewentualnej
permutacji graféw w jednym z ciggow.

Zadanie Domowe 50 Korzystajac z twierdzenia 37, pokaza¢, ze G —, H
jest antysymetryczna w klasie grafow pelnych.

W przypadku krawedziowym mamy tylko analogiczny wynik dla grafow
petnych.

Twierdzenie 38 (Graham, Luczak, R6dl, Rucinski, 2002) Jesli wszys-
tkie grafy G;, i =1,...,r, oraz H;, j = 1,...,s, sq pelne, to

G —.H<s (%)

Przyklad: (Zamiast K, piszemy a;.) Na podstawie tw. 38 mamy
(3,3,3) ¢ (5,5) co nie jest wcale zaskakujace, bo przeciez wiemy, ze 17 —
(3,3,3) ale 17 4 (5,5). Jednak mamy tez (5,5) /4 (3,3,3), co oznacza, ze
istnieje graf F' taki, ze F' — (K5, K5), ale F' 4 (K3, K3, K3). Jak dotad nikt
takiego grafu nie widzial.

Zadanie Domowe 51 (Moze by¢ trudne!) Korzystajac z twierdzenia 38,
pokazaé, ze G —. H jest antysymetryczna w klasie graféw pelnych.

Antysymetria na pewno nie zachodzi dla gwiazd.

Zadanie Domowe 52 (Latwe!) Pokaza¢, ze (S7,S7,57,57) —¢ (S9, S9, S9)
1 odwrotnie tez.
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6.3 Gestos¢ Ramseya dla graféw pelnych

——C)

) =R )
Definicja. Dla danego grafu H oraz liczby naturalnej r > 2 definiujemy
gestos¢ Ramseya jako
Ming(H,7) = inf{m(G) : G — (H),}
Zadanie Domowe 53 Jedli S, = K jest gwiazda k-ramienna, to

r(k—1)+1

mlnf(Sk, T) = m

Twierdzenie 39 (Kurek, 1997) Dla kazdego k > 3 i dla kazdego r > 2

R(k;r)—1

Minf(Ki,7r) = 5

Dowdd: Niech R = R(k;r). Zauwazmy, ze m(Kg) = £+, Zatem wystarczy
pokazaé, ze

X(G) - liczba chromatyczna grafu G.

Fakt 3 Jesli x(G) < R—1, to G/ (Kj),.

Istotnie, podzielmy V(G) na R — 1 zbior6w niezaleznych Vi,... Vi
i pokolorujmy wszystkie krawedzie pomigdzy V; i V; kolorem uzytym aby
pokolorowaé¢ krawedz ij we wlasciwym (takim, w ktorym nie ma monochro-
matycznej kopii K},) r-kolorowaniu grafu Kr_;.

Fakt 4 Jesli m(G) < 25, to x(G) <n—1.

Istotnie, jesli m(G) < "T_l, to kazdy podgraf F' grafu G zawiera wierz-
chotek o stopniu co najwyzej n — 2. Ustawiamy wierzchotki w rzedzie tak,
aby kazdy wierzchotek miat na lewo co najwyzej n — 2 sasiadéw. Kolorujemy
od lewej strony pierwszym wolnym kolorem. [ ]

26



Whniosek 6 (Chvatal) . Dia ustalonych k > 3 i r > 2 niech R = R(k;r).
Krawedziowa liczba Ramseya grafu petnego Kj w odniesieniu do r kolor@ow
wYnosi (};) Co wiecey, jesli graf Ramseya ma (};) krawedzi, to sktada sie z
kopit Kgr 1, byc moze, izolowanych wierzchotkow.

Dowdd: Jesli graf spelia jednoczesnie |E(G)| < (§) i m(G) > &2, to musi
zawieraC podgraf izomorficzny do Kg. [ ]

Zadanie Domowe 54 G — (Kj), = A(G) > R — 1.

6.4 Gra Ramseya

Niech beda dane dwie liczby naturalne k,r > 2. Mamy dwoéch graczy, Kon-
struktora i Malarza. W kazdym ruchu Konstruktor rysuje nowa krawedz,
ktora nastepnie maluje Malarz. Celem Konstruktora jest zmuszenie Malarza
do narysowania monochromatycznej kopii K. Malarz chce tego uniknagé.

Liczba Ramseya on-line R(k;r) jest to najmniejsza liczba krawedzi jaka
pomaluje Malarz, (minimum po wszystkich strategiach Konstruktora), za-
ktadajac, ze Malarz gra optymalnie.

Twierdzenie 40 (Kurek, Rucinski) R(3;2) =8

Dowdd:  Strategia Malarza: Malarz bedzie musial narysowa¢ monochro-
matyczny trojkat wtedy i tylko wtedy gdy krawedz, ktéra musi pokolorowaé
jest przekatna cyklu Cy, w ktorym dwie kolejne krawedzie sa czerwone a
dwie pozostaee niebieskie i obie z tych par monochromatycznych krawedzi
tworza trojkat z ta przekatna. Tak pomalowana kopie Cy bedziemy nazywali
smiertelng. Niepokolorowana krawedz nazwiemy niebezpieczng jesli nalezy
do kopii Cy, w ktorej dwie kolejne krawedzie sa pokolorowane tym samym
kolorem a pozostata krawedz jest innego koloru. Tak dlugo, jak tylko to
mozliwe, Malarz bedzie probowac uniknaé¢ $miertelnego Cy, podobnie wierz-
chotka, ktory jest incydentny z trzema krawedziami tego samego koloru.
Dopoki nie wiecej niz 5 wierzchotkéw jest wprowadzonych do gry przez
Konstruktora, Malarz koloruje graf tak, aby uzyska¢ dwa monochromaty-
czne cykle Cs. W przeciwnym wypadku, jesli krawedz e nie jest niebez-
pieczna, wtedy koloruje ja na czerwono chyba, ze jest to krawedz incydentna
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z wierzchotkiem incydentnym do dwoéch innych czerwonych krawedzi, lub
stworzytaby czerwony trojkat. Jesli e jest niebezpieczna, to koloruje ja tak,
aby unikna¢ $miertelnej kopii Cy4 chyba, ze prowadzitoby to do monochro-
matycznego trojkata.

Zobaczmy teraz, ze jest to faktycznie zwycieska strategia. Jesli po 6
ruchach co najwyzej 5 wierzchotkéw zostalo wprowadzonych do gry, to 7.
krawedz jest bezpieczna. Z drugiej strony 6 krawedzi nie moze stworzy¢ 2
kopii C4 na wiecej niz 5 wierzchotkach. Zatem rozpatrzmy przypadek, kiedy
graf ma 6 krawedzi, co najmniej 6 wierzchotkéw i co najwyzej jedna kopie
Cy. Twierdzimy, ze Malarz moze sprawi¢, aby ta kopia nie byta $miertelna.
[...] u

Zadanie Domowe 55 Pograc¢ sobie w (4. Przeanalizowaé te gre.

Zadanie Domowe 56 Obliczy¢ R(P3) i R(P;) (P, — $ciezka dlugosci k).
Rozwazy¢ wariant tej gry z ograniczona plansza (do k wierzchotkow, k > 4).

Pytanie Czy R(k;2) = o(R%(k;2)), przy k — oo ?.

Twierdzenie 41 (Kurek, Rucinski) Dia wszystkich liczb naturalnych k,l >
2 mamy

_ k+1-—2

R(k,1) < (k+l)( z+—1 )
W szczegdlnosci,

(i) R(k. k) < 2k(57)

(i) R(k,1) = o(R*(k,1)) przy k — oo gdzie | > 3 jest ustalone.

Dowdd: Indukcja po k + 1. [ ]

6.5 Twierdzenie antyramseyowskie Kostoczki

Twierdzenie 42 (Kostoczka 1987) Dla dowolnego 3-kolorowania krawedzi
grafu pelnego K, takiego, ze kazdy wierzchotek w kazdym kolorze ma stopien
co najmniej n/4, istnieje teczowy (trajkolorowy) trojkat.
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Dowdd:  Nazwijmy 3-kolorowanie ztym jesli nie zawiera réznokolorowego
trojata. Kazde 3-kolorowanie mozna przedstawi¢ w postaci 3 grafow G,
G5, G5 o krawedziach poszczegélnych koloréw. Najpierw pokazemy, ze jesli
kolorowanie jest zlte, to przynajmniej jeden z tych 3 graféw nie jest spojny.
Przypusémy, nie wprost, ze Gy, G2 i G3 sa spdjne. Zauwazmy, ze

Zadanie Domowe 57 Jesli Vi, V, C [n], ViNVy = 0, G1[V4] i G1[V3] sa
spojne i zadna para zbioru A = {{z,y},z € Vi,y € V3} nie jest koloru 1, to
wszystkie pary w A sa tego samego koloru.

Niech V' bedzie najmniejszym takim zbiorem, ze G; — V' jest niespojny i
niech Si,..., Sk, k > 2 beda sktadowymi spdjnosci grafu G; — V', tzn. maksy-
malnymi (w sensie zawierania) spojnymi podgrafami. Bedziemy utozsamiac
S1,...,Sk z ich zbiorami wierzchotkow. 7 minimalno$ci V' wynika, ze dla
kazdej pary x € V, 1 < i < k, istnieje y € S; taki, ze krawedz zy jest koloru
1. Ponadto, ze spojnosci Go, z V' do [n] — V musi biec krawedz koloru 2.

Oznaczmy przez x jej koniec w V' i przyjmijmy, ze jej drugi koniec lezy w
S1. 7 wyjsciowej obserwacji, dla kazdego i, 2 <1 < k, wszystkie krawedzie
pomiedzy S; i 5; sa tego samego koloru. Poniewaz x jest potaczony kolorem 1
z pewnym wierzchotkiem w .S;, to musi to by¢ kolor 2. Ponadto, argumentujac
podobnie, zadna krawedZ pomiedzy S; i V' nie jest koloru 3. Zatem G jest
niespojny - sprzecznosc.

Mozna wiec przyjaé, ze (G1 jest niespojny. Czas wreszcie wykorzystaé
zalozenie o stopniach wierzchotkow w G, Gy, G3. Jego konsekwencja jest to,
ze (G1 ma co najwyzej 3 sktadowe. Wiemy tez, ze dla kazdej pary sktadowych
wszystkie krawedzie pomiedzy nimi sa tego samego koloru. Jedli sa 2 sktad-
owe, to w mnieszej z nich dla kazdego wierzchotka istnieje kolor, w ktérym
stopieri tego wierzchotka jest mnmiejszy od 7. W przypadku 3 sktadowych
szczegdlowa analiza kilku podprzypadkéw prowadzi do tej samej konkluzji.

|

7 'Twierdzenie Szemerédiego o ciggach arytmety-
cznych

Dla dowolnego podzbioru A liczb naturalnych, niech

d(A) = limsup |A N [n]|/n.

n—oo
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Hipoteza 1 (Erdés, Turan, 1936) Jesli d(A) > 0, to A zawiera APy dla
kazdego k.

Hipoteza ta implikuje tw. Van der Waerdena (tw. 9), i moéwi, ze przy
dowolnym r-kolorowaniu liczb naturalnych ,najliczniejszy” kolor zawiera APy
dla kazdego k.

Hipoteze udowodnili: Roth (1952) dla k = 3, Szemerédi (1969) dla k = 4
i (1974) dla dowolnego k. Ponizej podamy idee dowodu Szemerédiego tw.
Rotha.

Twierdzenie 43 (Roth, 1952) Jesli d(A) > 0, to A zawiera APj;.

Idea dowodu twierdzenia 43:  Niech S(n) bedzie moca najwiekszego podzbioru
[n] bez AP;. Tw. 43 jest rownowazne rownosci limsup S(n) = 0. Ale S(n)
jest funkcja subaddytywna, wiec ¢ = lim S(n)/n istnieje oraz S(n)/n > ¢ dla
kazdego n.

Zadanie Domowe 58 (a) S(n) jest subaddytywna
(b)Dla kazdej funkcji subaddytywnej f(n), ¢ = lim f(n)/n istnieje oraz
f(n)/n > c dla kazdego n.

Przypuscmy nie wprost, ze ¢ = lim S(n)/n > 0. Niech A bedzie najwiek-
szym podzbiorem [n] bez AP;. Zatem |A| = S(n) > cn. Pokazemy, ze A
zawiera specjalng strukture arytmetyczna (k-kostke), dzieki czemu bedzie go
mozna pokry¢ przy pomocy o(n) ciagéw arytmetycznych tej samej dtugosci
O(y/n). Korzystajac z addytywnej rownowaznosci ciagoéw arytmetycznych z
segmentami kolejnych liczb naturalnych, pokazemy w efekcie, ze |A| < en —
Sprzecznosc.

k-kostkq nazywamy zbior liczb naturalnych postaci M(a, dy,ds, ..., dy) =
{a +3% adi, €0, 1}} Mozna ja budowaé rekurencyjnie: My = {a},
M;=M; U(M;_1+d;),i=1,... k.

Lemat 7 Niech ap = o, a1 = [(%)/(n—1)], i =0,1,.... Jesli aj, > 1,
to kazdy zbior A C [n], |A| > «, zawiera k-kostke.

Zadanie Domowe 59 Udowodnié¢ lemat 7.

Uwaga: Jesli a; = 1, to a1 = 0, co usprawiedliwia uzycie sufitu.
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Wniosek 7 Jesli |A| ~ cn, to A zawiera k-kostke dla k = loglogn + O(1).
Dowad: ... |

Hipoteza 2 (Erdé&s, $ 3,000) Jesli ZaeAé = 00, to A zawiera AP, dla
kazdego k.

Zadanie Domowe 60 (ostatnie) Hipoteza 2 implikuje hipoteze 1.

Niedawno, Green i Tao udowodnili Hipoteze 2 w przypadku, gdy A jest
zbiorem wszystkich liczb pierwszych.

8 Euklidesowa teoria Ramsey’a

Ustalmy skoriczony zbior S w R™. Wtasnos¢ R(S,n,r) oznacza, ze dla
kazdego x : R"™ — [r] istnieje monochromatycznt zbior T przystajacy do
S.

Przyktad: Niech S bedzie zbiorem wierzchotkéw tréjkata réwnobocznego
o boku 1. Mamy R(S,4,2), bo malujac dwoma kolorami wszystkie 5 wierz-
chotkéw regularnego sympleksu w R* o boku dlugosci 1, jakie§ trzy beda
tego samemgo koloru. 7 drugiej strony, nie jest prawda, ze R(S,2,2), bo
kolorowanie plaszczyzny R?> w biato-czerwone paski szerokosci v/3/2 nie za-
wiera monochromatycznego S.

Zadanie Domowe 61 Niech () bedzie zbiorem wierzchotkow kwadratu o boku
1. Wtedy R(Q,6,2).

Mowimy, ze S jest ramseyowski, gdy dla kazdego r istnieje n takie, ze
R(S,n,r). Na przyktad, trojkat rownoboczny jest ramseyowski (spojrz na
2r-wymiarowy regularny sympleks). Tym bardziej, kazdy 2-elementowy zbior
S (odcinek) jest ramseyowski. Ponizsze wyniki pochadza z kilku prac Erdésa,
Grahama, Montgomery’ego, Rothschilda, Spencera, Straussa, z lat 1970s.

Twierdzenie 44 Jesli S7 i So sq ramseyowskie, to S; X Sy tez.

Whniosek 8 Wszystkie prostopdatosciany (=cegly) oraz ich podzbiory sq ram-
seyowskie.
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Do potowy lat 80-tych nie znano innych zbioréw ramseowskich. Dopiero
w 1986 Frankl i Rodl pokazali, ze wszystkie trojkaty sa ramseyowskie. Niech

dane beda liczby naturalne k < s oraz rzeczywiste xy,...,x,. Zbior S to
zbiér punktow w R® o k niezerowych wspotrzednych, réwnych xq, ..., 2, W
tej kolejnosci. Np., gdy £k = 2,s = 3, 1 = 1, 29 = —1, mamy trojkat

rozwartokatny (nie jest on podzbiorem cegty).

Fakt 5 S jest ramseyowski.

Dowad: ... [ ]
A czy istniejg zbiory nieramseyowskie? Tak, najprostszym jest zbiér 3

wspoliniowych punktow L = {0, 1,2}

Fakt 6 R(L,n,4) nie zachodzi dla Zadnego n.

Dowad: ... [ ]
Podobnie mozna pokazaé, ze kazdy zbior ramseyowski musi byc sferyczny,
tzn. leze¢ na jakiej$ sferze.
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